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PRfiFACE 


En publiant cet ouvrage, nous avons poursuivi un double but: 

1° Donner aux 6tudiants un Cours complet de Calcul diff^rentiel 
et integral aussi complet qu’il est n^cessaire pour les Etudianls des 
Facultes ou preparant les grandes Ecoles; 

2° Leur apprendre ci raisonner math^matiquemend 

Pour le premier but, nous nous sommes ellbrc^ de olasser dans 
un ordre naturel et d’enchainer les unes aux autres les diverses 
parties d’un cours tr4s complexe. 

Nous nous sommes astreint 4 la plus grande rigueur, sans aucune 
s^cheresse, la plus grande clarte des demonstrations. Nous avons 
cherche, par dessus tout, ne donner que des demonstrations des 
plus naturelles, proscrivant rigoureusement tout artifice de calcul. 

Enfin de tres nombreuses applications permettent de bien saisir 
les methodes. 

Nous avons cru pouvoir y insurer le resultat de quelques 
recherches personnelles : Etude des extrema des fonctions donnanl 
dans le cas « douteux » par une inegalite simple, la condition n^- 
cessaire et suffisante d’un extremum, en n^gligeant les infiniment 
petits du cinqui^me ordre seuleraent. 

Integration sans signe de quadrature des syst^mes incomplets 
d’4quations diff^rentielles lineaires; dans le cas des systemes 
complets, la reduction ^ une Equation ndcessaire et suffisante. 

Generalisation des developpees des courbes gauches, leur inte¬ 
gration sans signe de quadrature, les relations entre les rayons de 
courbure et de torsion de la courbe et de la developpee, en particu- 
lier le theoreme suivant: une courbe gauche, ne peat etre la g^ode- 
sigue que d’une seule ddveloppable («a ddlermination). — Mise en 
relief de I’importance du rapport des deux rayons. 
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Determination sans signe de quadrature de la courbe gauche la 
plus generate (et de I’arc de courbe) en fonction des rayons de cour- 
bure et de torsion mis sous une certaine forme. 

Ces diverses parties peuvent etre considerees comme une exten¬ 
sion du programme du certificat. 

Mais tout ceci ne justifierait peut-etre pas suffisamment la pu¬ 
blication d^un Traite nouveau, les differentes parties ayant ete 
exposees magistralement et avec des resultats originaux dans les 
Traites classiques des eminents Maitres Jordan, Appell, MM, Picard, 
Goursat, les remarquables Cours deMM. Hadamard et P. LiSivy, etc. 

Ce qui nous a paru justifier cette publication, c’est le deuxieme 
but, but didactique, que nous avons poursuivi, et qtii nous semble 
recherche, de fa^*on bien gauche peut-etre, mais pour la premifere 
lois, croyons-nous, en France et, meme, k TEtranger. 

Nous avons voulu que ce Cours permit, en meme temps, la for¬ 
mation de Pesprit au raisonnement mathematique. 11 nous a semble 
qu un tel Cours avait non seulement pour but de donner a des 
etudiants dej4 un peu avances un ensemble de connaissances deter¬ 
mine, de leur fournir des instruments de travail (etude de series, 
des fonctions de variables complexes, calcul d'integrales simples ou 
multiples, resolution d’equations aux derivees partielles, applica¬ 
tions geometriques, etc., etc.) mais aussi, mais surtout, dirons< 
nous, de leur apprendre d raisonner, de developper leurs facultes 
de raisonnement, leurs facultes d*intuition, de leur donner le 
goat de la recherche. Dans un tel Cours s'adressant k de tels 
etudiants, il ne nous a pas semble que Ton dfit se contenter de leur 
dire : VoilJi tel resultat. Voilii comment on le demontre. Apprenez-le 
et retenez-le. 

Or, comment leur apprendre k raisonner sinon en les mettanta 
meme de raisonner, de raisonner constamment^ et non seulement en 
refaisant des demonstrations deja apprises {ce\a e'est & peine du 
raisonnement) ou en traitant des exercices d'application? 11 faut, 
ainsi que nous essayons de le faire dans notre Cours de Faculte, 
non pas faire le raisonnement soi-rm^me, mais inciter les 4tudiauts, 
lorsqu’on est arriv4 k tel point dela demonstration, k etablir ,eux- 
m4mes, k continuer le raisonnement. Yoilk le travail r6ellement 
profitable. Voil4 ce qui.les.,am4iie, petit petitese rendre.compte 
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qu’il y a une « in4thode de raisonnement », quele$ « math^matiques 
ce n'est pas la mSme chose », que les demonstrations sont les plus 
naturelleS) qvCelles nepeuvent pas ne pas itre ce qu’elles sont... 

Nous leur disons k tout instant; « Et maintenant qu'allons-nous 
faire ? Que faut-il faire ? Qu*est-il naturel de faire ? » Nous faisons 
un appel constant aux connaissances anterieures, nous t&chons 
de developper leur curiosite, leur esprit de recherche : « Que 
savez'vous sur le sujet? Que savez-vous d’analogue? Que pensez- 
vous que Ton ail ? » 

. Cette fa^on de procdder, nous avons essaye de I'imposer dans 
cet ouvrage. Tout d’abord, nous I’avons r^dige comme si nous nous 
adressions directenient & nos etudiants. Ensuite, cel appel constant 
4 la reflexion/^ I’etlort qui fait travailler les cellules cdrebrales, 
nous nous sommes eiforce.de I'obtenir par le precede suivant: Les 
demandes que Ton peut faire, du genre de celles que nous avons 
citees, sont en petit nombre. Chacune peut etre representde par un 
signe, une lettre. Des lettres grecques, representant chacune une 
question, sont intercaiees k tout instant dans le texte. 

II faudrait, si I'etudiant veut reellement poursuivre le but que 
nous avons expose, qu’il s’arrete k chacun de ces signes (un carton 
mobile indiquant leur signification est adjoint ^ I'ouvrage) (ils sont 
choisis du reste de fagon que Ton puisse retenir facilement leur 
signification), qu’il reflechisse, qu’il s’efforce de repondre 4 la ques¬ 
tion posee. Lorsqu’il n’aura pas trouve, et que la reponse lui sera faite, 
il sera certainement tout etonne de voir que c’etait si simple, si 
evident. Petit petit, il s’y habiluera et petit k petit, nous pen- 
sons que, soutenu de temps ^ autre, il pourra de lui-meme etablir 
les demonstrations. 

Tout s’enchaine : une demonstration n’est jamais^u’un exercice, 
uhe fois les definitions posees, et un certain nombre de connais¬ 
sances precedentes ayant ete acquises. 

Nous esperons d’ailleurs, que ces signes intercales dans le texte 
ne nuiront pas k la lecture, dans le cas ot Ton voudrait s’en passer, 
ou dans le cas oh Ton n’aurait pas un temps suffisant k consacrer 
^ cet effort de reflexion que nous preconisons. 
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LIVRE PREMIER 

TH^ORIE DES FONCTIONS - CALCUL DIFF^RENTIEL 
‘SERIES - INT^GRALES SOUS TOUTES LES FORMES 


Premier Volume •— I. 

Priamhnle : Objet du Galcul dilTdrenliel et integral. 

Priambule. — Etant donn^e une quantity variable compl6tement 
libre, independante de toute liaison* k laquelle nous pouvons donner 
telle valeur que nous voulons, nous admettrons que noire esprit 
puisse concevoir qu’elle varie d’une fagon continue d’une valeur A 
a une valeur B en passant par toute valeur possible interm^diaire. 

De in6nie nous admettrons la conception de plusieurs autres 
variables ind^pendantes, de m^me genre, variant de fagon continue. 

En ce qui concerne la continuite des variables non libres assu- 
jelties a une condition imposee k Tavance, dont on puisse calculer ou 
imaginer la valeur toutes les fois qu’on donnera la valeur d'une autre 
variable inddpendante, c’est-5-dire foncUon de cetle autre variable 
independante, nous definirons mathematiquement* sans conception 
metaphysique aucune, la continuite de celte fonction et de m^me la 
continuite d une fonction de plusieurs variables independantes. 

G*est Ik une difference essentielle entre la continuite d’une va¬ 
riable libre, independante, et la continuite d’une fonction d’une ou 
de plusieurs autres variables independantes. 

Objet du calcul difterentiel et integral. — Nous allons tout 
d’abord montrer par quelques examples tres simples Tobjet du 
calcul differentiel et celui du calcul integral. 

Lorsque Ton veut definir la tangente en un point M d’une courbe, 
Garrus. — Cours de Galcul differentiel et integral. 


1 
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on considere une s^cante variable tournant autour de ce point et ren« 
contraiit la cscnirbe en ttn poaoit voiam On dierdDke sd eette s^oante 
a une position limite lorsq[ue ce point M' se rapproche sur la courbe 
ind^finiment de M et vient k la’limite se confondre avec lui. A cet 
effet, pour definir une position quelconque MM', on rapporte par 
exemple la courbe h deux axes ox, oy et on considere Tangle a que 
MM' fait avec ox. En d4signant par Ax, Ay les variations des coor* 
donn^es quand on passe de M & M', si les axes sont rectangulaires 

onatga= 

Lorsque M' se rapproche indefiniment de M, ces deux elements 
tendent simultanimeht vers zero et Ton est amend k rechercher si 
leur rapport lend vers une liinile finie et bien determinde. 

G*est li I’objet mdrne du caloul diffdrentiel : considdrer les varia¬ 
tions infiniment petiles des variables choisies comme inddpendantes, 
dtudier les variations correspondantes des fonctions ou, plus exacte- 
ment, les rapports de ces quantitds infiniment petites. 

Objet du calcul intdgral* — On sait que si Ton rapporte une 
courbe deux axes ox, oy, pour ddfinir Taire trapdzo’fdale comprise 
entre un arc de courbe, Taxe ox, et deux abscisses, on ddcompose cette 
aire en un trds grand nombre de parlies par des paralldles k oy. On 
considere alors pour chaque tranche, d'une part, les trapezes dle- 
mentaires compldlement inscrils dans la tranche, et d’auire part, les 
trapdzes circonscrits h la courbe. On fait la somme de toutes les aires 
inscrites d'une part, de toutes les aires circonscrites d’autre part. 
Lorsqu’^on augraente inddfiniment le nombre des points de division 
sur ox, tous les intervalles tendant simultandment vers zdro, on 
ddmonlre que ces deux sommes ont mdme timile quelle que soil la 
fagon dont les intervalles tendent vers zdro. 

On voit que Ton considere ainsi la limite d"une somme d un nombre 
infiniment grand d’infiniment pelits. 

C’est l3i, en gendral, Tobjet essentiel du calcul intdgral: considdrer 
des sommes composdes d un nombre infiniment grand d’infiniment 
petits, voir si ces sommes ont une limite, rechercher cette limite. 

On voit que ce qui sert de base k ces dtudes c’est la notion d’infi¬ 
niment petit. On ddsigne ainsi une quantitd variable qui a pour limite 
zero. Par consdquent il est ndcessaire tout d’abord d’etudier les limites 
et auparavant de rechercher et ddfinir tous les nombres possibles. 
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NOMBR£St mCOMBIBNSURABLES..-' LM1VB8. 
INFINIMBNT PETITS. - PONCnOWS OORTlNtlES 


SOMIIAIRB. 

Nomhrm m$rmrie(mraUii : Ctoupave*. 

Limites : Limile des fonctiofiis d'une Convorgeacsc utiiferoNr* 

Injiniment petits : Valeur principale. 

Fofwthns continaes : Oscillation. Ponotion d*une variable. Panage par toute 
valour interm^diairoi.— Una. lanction oontinuov atteiilt les iMUiles. 

Fonelions de plasieurs variables : Enieniblea, — Continuity en un point. — Nombre 
caractyristique. — Continuity dans un champ: si le champ est borny et parfait, 
la continuity est uniCorme. — Applicailoita^ 


I. - NOMBRES INCOMMENSURABLES 


Notts avons la conception nette des nombres entiers successifs. 
puis des nombres d4cimaux ou fractionnaires, aussi rapproch4s d.’uil' 
leurs qu’on le veut les uns des autres. Mais on s’est rendu compte 
tres rapidement que ces nombres ne pouvaieiit pas repr4senter tons 
les nombres possibles et on a dt4 amen4 & la notion de nombres 
incommensurables, de nombrettses mani^res dit!4rentes. 

Nous allons montrer par un example la n4cessit4 de cette con¬ 
ception i 

Supposons que Ton veuille mesurer une longueur donn4e; nous 
porterons une longueur prise comma unitd, par exemple le metre» 
plusienrs fois de suite, bout h bout, si cela est n4cessaire et nous 
constaterons' que la longueur comprend par exemple quatre fois 
la longueur unit4 et ne la comprend pas tout h fait cinq. Si nous 
prenonsune subdivision d4termin4e (retionnelle) du m4tre, si nous 
le divisons par exemple en (Kx parties 4|galesj nous constaterons que 
la partie restante corapreudra six d^cini^tiies et pas tout i fait sept. 
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Nous pouvons dire que la longueur donn4e est comprise entre 4,6 
et 4,7. Ep di-visaut le d^cim^tre en dix (ou n parties 4gales)' nous 
verrons de mime que la longueur est comprise entre 4,63 et 4,64. 

Nous pouvons ainsi continuer autant que nous le voulons; ou. 
bien il arrivera qu’aprls un certain nombre d’opirations, nous puisr 
sions trouver que la longueur mesurle comprend un nombre exact 
de parties aliqtiotes du mitre, est, par exemple, exaetement Igale k 
4,635. Mais de mime que nous concevons tris nettement que la 
longueur puisse Itre comprise entre 4,63 et 4,64, de mime il est 
naturel de concevoir que, aussi loin que nous poussions la sub> 
division du mitre, nous ne trouverons jamais que la longueur I 
mesurer comporte un nombre exact de subdivisions. Nous diroiis 
dans ce cas que la longueur est reprlsentle par un nombre incom¬ 
mensurable avec I’unitl adoptle. 

On voit que pour dlOnir cette longueur, c’est-l-dire ce nombre 
incommensurable, nous ne pouvons faire autre chose que de donner 
les Ivaluations successives obtenues, soit par difaut, soft par excis 

4 4,6 4,63 . etc... d’une part 

5 4,7 4,64 . etc... d’aulre part. 

Un nombre incommensurable est done nicessairement deOni par 
deux suites de nombres qui jouissent, comme on le voit, des pro- 
priltls suivantes : 

1° Les nombres de Tune des suites vont eonstamment en crois¬ 
sant ou du moins ne dicroissent jamais, et les nombres de I'autre 
suite vont eonstamment en dlcroissant ou sont stationnaires. 

2° Un nombre quelconque de la premilre suite est loujours infl- 
rieur I un nombre quelconque de la deuxilme. 

3° La dilTIrence entre deux nombres correspondunts des deux 
suites peut Itre rendue et rester aussi petite qu’on le veut. 

En arithmitique et en glometrie, nous retrouvoiis cette notion 
de nombres incommensurables et ces. mimes conclusions quand 
nous cherchons I determiner la racine carrIe d'un nombre non. 
carri parfait, ou quand nous cherchons I calculer la diagonale d'un 
carri de cdtl Igal I I'unitl. On dimontre aisiment qu’il ne peut 
exister aucun nombre fractionnaire dont le carri soit Igal I 2. On. 
obtient comme valeurs approchles successives 

1 1.4 1,41 1,414. 

2 1,5 1,42 1,415. 

Ces deux suites definissenl le nombre incommensurable s/2. 
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Enfin on pent arriver h la notion de nombres incommensurables 
ind^pendathment de to'ote consideration geometrique sur la mesure 
<les longueurs. 

Si Ton considere tous les nombres rationnels, nombres entiers ou 
nombres fractionnaires, ils jouissent des proprietds suivaiites : 

1 ° 11 s forment un ensemble qui est ordonne, c’est-4-dire que si 

a<C 6 el b <i e on a a<c. 


2 *^ 11 n'existe aucun nombre rationnel plus grand que tous les autres 
ou plus petit que tous les autres. 

39 Enlre deux nombres rationnels quelconques a, b il existe une 
infinite de nombres rationnels : II suflit de prendre la demi-somme 

■Uj = —w— puis la demi-somme de a et ou de et b, etc... 


Goupure. — Etant donne I’ensemble des nombres rationnels, on 
peut, en s’imposant une condition determinee quelconque, partager 
oet ensemble en deux classes Q, Cj telles que tout nombre de Q soit 
plus petit que tout nombre de Gj. On peut par example prendre 
dans Cl tous les nombres dont le carr^ est inf^rieur ou ^gal (s’il 
en existe) i un nombre N, dans tous les nombres dont le carr 6 
est supdrieur k N. 

Lorsqu’on s’est impost la condition, ce partage constitue une 
« coupure » et tout nombre rationnel appartient k Tune ou I’autre 
-des classes. 

Ce partage dlant fait, trois cas sont possibles : 

II existe dans un nombre a plus grand que tous les autres. 
Dans ce cas il n’existe certainement pas dans Q un nombre b plus 

petit que tous les autres car le nombre rationnel — 5 — Appartien- 

drait Gj et serait plus petit que b. 

2 <> 11 existe dans C, un nombre b plus petit que tous les autres et 
alors il n’existe certainement pas dans G^ de nombre plus grand 
que les autres. 

3® Il n’exisle aucun nombre de plus grand que tous les autres 
et aucun nombre de C} plus petit que tous les autres. 

Il est ais^ de voir qu’un pareil cas peut 4tre possible. D^finissons 
par example la coupure en prenant dans tous les nombres 
rationnels dont le carrd soit inf^rieur un nombre N non carr^ par- 
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fait. II ne fwot j&Etster dans iQ un^nonibre a idns grand que tons lea 
autaes, ^car s’dl ieaBist«iit, on aurciit . 

a* < N. 

Poftons N — a* = 5*. 

'5 

Le Aombra ia 4- A.appaittieDduaii k iCx si Ton avail 
(1) (a + A)* < N ou /»* Tf- 2a4 — 8 < 0. 

Si Ton prend 4 la fois 

h <^2a ' et 4 ■<[ 

Qn';a<iEB loertainemeni 

4*-+-'2«A < ^k <'8. 

(d 

'L’ni4galit)£ (1) 'sera 'bien vi^rififie : il existerail done un 
nombre a + 4 sup^rieur 4 a et appartenant k Cj. 

II est done bien impossible de supposer qu’il existe dans Cj un 
nombre pilus 'grand que tous les airtres. De mSme il ne pent exister 
'dans C* de nombre phis petit que tous les antres. 

i>an8«e trois$4tne eas, on dk que la conpurc ddfinit un nonibre 
'irndtonnel. 

n. — LIMITBS 

Consid6roQs une suite de quantiles a^. * * •, a«> ** * • en nonibre 
inflni. On dit qu’elles sont bien d4termm4es si la seule eonnaissanee 
du rang n permet de connaitre la quantity correspondante a«. 

On dit que eette suite de quantiles admet une limite A si la diffe¬ 
rence I flu — A'l peut ,6tre rendue et rester plus petite que tout 
nombre donnd e eholsi aussl petit qu'on le voudra 4 la condition de 
prendre n suffisanunent grand. En notation algdbriq>ae on ecrit 

|a„ — A|<;e ii n<N. 

La d^finUioo implique I’existence de deuxnonditions : 

Celle de tendre vers une limite determin4e. 

2“ La condition gue cette limite est A. 

p 

Gomme onle volt, -d^montrer qd’une suiteaune limite revient 

toatsimplemeB^t AiSe dornier un notnfbre e et 4 determiner un autre 
nonibre Toute consideration d'iafinimeBt petit ou.d’mfinimant 
grand est ainm exdlue. 
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En g4n6ral, si Ton connait It I'avance la limite A, il est facile de 
d^montrer que les quantiles ont bien A pour limite. 

. fc” » 

Exemple : Consid^rons les quanliA£s am = ^ . Pour passer d un 
nombre an au nombresuivanlan+ion multiplieanparlefacleur - 


Ce facteur devient de plus en plus petit, 
lesmoiubres .ua onrt pour iifiiute zero 




On pressent done que 


a 

Pourle demontrer, il faut deinontrer (jue, etant donn«i un 

nombre arbilraire e, on peut determiner un entier N tel que pour toute 

valeur de n > N on ait | on | < e ou ^ ^ 

C est lii one inegaliitS dams laquelle u enlre sous ane fonne com* 
pliquee. (Toutes les foLs qu'on aune ineg^alitt^ semblable k rdsoudre, 
s’fl n'est pas n^cessaire de la r4soudre de favon precise, on la rem- 
placera par une autre in^galit^ plus simple et telle que, si elle est 
satisfaite, la premii^re le soil h fortiori). 

Pour simpliGer l’in6galil«S, en nous rappelaiil qu’on passe d’une 

quantity ^ la suiranle en raullipliant par le facteur variable 

choisissons d'abord un rang v tel que ^ < 1. On pourra poser 


b _ 1 /•-O'v ^^ t. b 

V i-t-a ' r] ■»! v-t-1 v-t-'2 a 


1 

nous simplifierons I’in^galile a xesoudre par rapport a n, en rem- 

pla^ant tons les facteurs variables + 2’ ” ’ ^ P^^le facteur y 

On aura 


6 t 


6 “ ^ b'' Jby 
n'T<v"T\;/ 

11 suffira done que Ton ait 


iv 1 

ri * (1 + a)" — 


v< E 


■c’est-ii-dire 


(1 4- 


6 v 

e*v ! 


p 

C’est encore une nouvelle indgalit^ par rappoit k n que Ton 
pourrait r^soudre ; inais pour ia simplifler encore, dd'veloppoas 
(1 -j- a)"—^ par la formnle du bindme ; (n — >) el a dtant posidfs, 


ff 

on salt que 


<1 1 — v)a. 
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II suffit done que 
et ^ fortiori 


1 + (n — v) > 


n > V -4- 


ae-v 


• v ! 


done 


Le nombre N qu’il fallait determiner en fonction de n est 


N = V -h 


b-' 


! 


Remarque. — II faut remarquer que lalimite ne fait en g4n(5ral pas 
partie de la suite de valeurs qui la determinent. Si Ton considfere 

5 

lesnombres successifs 0,45, 0,4545,.ils ont pour limite jj et 

5 

aucun des nombres de la suite n’est egal 

II peut etre utile de d^montrer que les quantiles a« ont une limite 
determin^e, sans que Ton connaisse ou qu’il soit n^cessaire de con- 
naitre la limite. On sait que si les quantit^s vont constamment en 
croissant, et restent infdrieures k un nombre fixe A, elles ont une 
limite et cette limite est au plus egale k A. De m^me si elles vont 
constamment en d^croissant en restant sup6rieures k un nombre 
fixe B, la limite existe au moins ^gale a B. 

Pour appliquer ce th^or^me il faudra done d’abord se rendre 
compte si les quantit^s vont en croissant parexemple. 

Tr&s souvent la methode employee sera la m^thode si puissante de 

recurrence : on suppose qu’une loi ou une formule depen*- 

dant dun rang n est vraie et etablie pour le rang n ; on d^montre 
que dans ces conditions la loi ou formule a lieu pour le rang n + 1, 
Si la loi a 616 d6montr6e directement pour les rangs 1,2, on en 
deduit que la loi est g6n6rale. 

Ce point 6tabli, il faudra rechercher s’il existe un nombre 
A auquel toutes les quantit6s restent inf6rieures. Si Ton connaissait 
la limite, cette quantit6 pourrait 6tre cette limite elle-meme. Or 
la loi m6me de determination des quantil6s an pent permettre, en 
admettant I’existence de la limite, de la d6terminer. 

AppUcalion. — Consid6rons les quantit6s 


Cj = v/a, <*2 = -+“ s/d 


dn = s/d dfi^i. 
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p . ' . . 

Elies vont 6 videmment en croissant puisque le passage 

de an a«+i revient k remplacer le dernier radical y/a par y/a -h'y/a. 

A priori, on ne voit pas quel est le nombre A auquel les quan¬ 
tiles an restent inf^rieures. Nous aurons une indication en admettant 
provisoirement que la limite existe et en cherchant cette limile /. 

a 

A la limite, les quantiles an, an+i ayant loutes deux pour 
limite / on pent poser 

•Par suite 

/ — e„ = -i- I — £«„! ou — a — / = 2Un — 

p 

Le second membre pent etre rendu aussi petit qu’on le veut. 

a> 

Or le premier membre est fixe, il est done rigoureusfement nul. 

•w 

La limite / est done la racine positive de cette Equation. 

,_1 -f- y/l 4a 

I — 2 

^1 

On pent done prendre pour A ce nombre / ou tout nombre 
aup^rieur, par exemple 1 + et d^montrer que Ton a a» < 1 4 * a. 

a 

Nous supposerons que Tin^galit^ est verifide pour On-i et nous 
d^montrerons qu’elle Test alors aussi pour an. Si en effet on a 

1 <C 1 “f- 

On aura bien 

a„ = v^a -h a„_i < y/l 4- 2a < 1 -h a. 

•O) 

Les quantites an ont done bien une limite, le nombre I ci- 
dessus d^fini. 

2 ® Application, — On donne deux nombres aQ, A positifs. On forme 
les quantites 



Montrer que les quantites ai, a 2 • • •, an ont une limite. 

CL . . A 

En recherchant si an < an-i, on est amen6 k voir si ~— < an-i, 

"n—1 

e'est-^-dire si an-i > v^A. 
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-5 

Or oette iii^galite revient h 

fln-H 4- -- > .2 i/A 

fln-i 

laqadle est toujioicirs On a done bien ioujimTS an < On^t 

les quantiles vont en d^croissant; or elles sont toutes positives^ 
« • >©> 

elles ont done certainement une limite. A la limilbev 

de m^me que ci-dessus, on aura 

1 == ^ 1^1 -I- ^ ^ c*esl-a-dire I = v/A. 

Dans le cas g4n4ral, il faut une m^thode permettant sinon de 
trouver la limite, du moins de montrer Texistence de la limite. 

Tn^owftME. — J^ant donnee une suite de quantiles au aa, • * •, an, • • • 
si h pariir d'an rang arbilraire n, f on peat de montrer que la difference 
I fln+p — an I est infirieure^ quel que soil p, d un nombi^e sn qai dSpendra 
en giniral de n, et si les quaniiUs £», sn+a • • • ont pour limite ziro^ 
les quantiles an ont une limite. 

IT 

11 semble que Ton tourne dans un cercle "vicieux : On veut 

d^montrer que les quantiles an ont une limite et on est amend k 

rechercher si d^autres quantids en ont une limite; fl y a tout de 

meme une difference entre les deux problemes, puisque Ton salt 
quelle doit dtre la limite des quantitds e. 

En effet TinegaUtd revient k 

On *n On |_p ■<[[ Qfi -j- 

Posons n + P = ’N. On voit que pour toutes valeurs de'N supd- 
rieures & n, on a 

On ' ^n Oj^ 0^ I ^n* 

Gonsiddrons la suite k partir du moment ou les indgalitds sont satis- 
faites et dcrivons toutes les indgalitds correspondantes : 

Oi — £i<;Oj^<aiU2—E2<[Ojj-<ja2- 4 -S2* • •, o„—e„<C'Oj^<;o„-he„, 

Pour xdiaque indice n, ddsignons par An le pftus grand des premiers 
membres et par Bn le plus petit des seconds membires. 
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Qn.aura * 

®n'^ Jflf* "+• E», ^ flw ^— £»f 

Par siiile Bn — A» < 2sn. 

Lorsque nous ferons croitre N ind4{iniment nous formerons 

done deux suites A, B jouissant destrois {>ropri5l4s qui d^ifinissent 

un nornbre commensurable on incommensurahle C. Je dis 

que C est la Jimite»de ia suite a. ,En elTet jpour^toute valeur 
de N sup^rieure i n on a 

A„ -*c[ 

et d’autre part 

Art < C < 

4 

II en resulte que 

I C — I <Brt — An < 2£„. 

U) 

Cette inegalite ex prime que qn a pour limite C. “ 

Limite des fonctions d'une variable. — Soit une fonction d’une 
seule variable f{x) ; donnons^ x une suite de valeuroji, x« • • Xn ten- 
dant vers X et formons la suite des valeurs correspondantes 

il peut arriver que cetle suite tende vers une limite finie, ou qu’elle 
grandisse indefinimen't, ou qu'^elle ne tende vers aucune limite 
d^termin^e. 

Si par texemple nous donnons .kx une .suite de valeurs Cendant 
vers 2 §ro, la fonction y = x* + 1 ’tend vers 1 ; la 'fonction y - 

croit ind^Hniment, la fonction y = sin ^ ne tend vers aoeumedimite 

d^termin^e : Lorsque x tend vers a^ro, sin ~ passe par toutes les 
valeurs comprises entre — 1 et + 1. 

4 

Aiortioxi, on ne peal pas dire gue la suite.a n^cessfurement 
pour limite /(X). 11 pourrait d’ailleurs arriver que /(X) ne soit pas 
d^finie. Prenens par>exeinple la fonction 



X a 
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et donnons h ar une suite de valeurs tendant vers a* Pour loute 
valeur diirdrente de a, la fonction a la meme valeur que x + a et, 
a condition que x soil suffisamment voisin de a, la fonction prend 
une valeur aussi voisine qu’on le veut de 2a. La limite de la 
fonction est done 2a et cependant la fonction n’est pas d^finie pour 

x = a. Elle se pr^sente sous la forme q qui n'a^pas de sens. 

II peut d*ailleurs arriver que la limite soit dilf^rente suivant que x 
tende vers a par des valeurs inf4rieures ou sup^rieures h a. Ainsi 


par example la fonction y = -f- 


^ 1 cos 3*r - . I * 
- - - -est egale a 




Sin 


3x 


? 3 3. 

Ce rapport tend vers + ^2 ^ suivant que x tend vers 

z6ro par valeurs positives ou negatives. 


Convergence uniforme.— Considerons une fonction /(x, /) depen¬ 
dant d'une variable x et d’une autre quantite / a laquelle nous don- 
nerons une valeur constante, qui pourra d'ailleurs etre arbilraire- 
ment fixee dans un intervalle ; nous donnons h cette variable le 
nom de parametre. 

Donnons nous une valeur r comprise dans Tintervalle, et considd- 
rons les valeurs de la fontion f(x, r) pour des valeurs de x tendant 
vers a. Si pour cette suite de valeurs, la fonction a une limite, cette 
limite dependra en general de la valeur de r consider^e. Nous la 
d^signerons par <jp(r). 

Dire que f{x, r) a pour limite ^(t), e’est dire que la difference 

I /(x, r) — y(r) 1 peut etre rendue aussi petite qu’on le voudra k 
condition que la difference | x — a \ soit elle-meme suffisamment 
petite. En langage d’analyse, nous ecrirons que 

(1) 1 x) — «(x) I < £ 

si I X — a I < yj. 

Imposons-nous une fois pour toutes la quantite e. Pour la valeur de 
T consideree, pour que Pon ait Finegalite (1), il faut que | x — a\ soit 

P 

inferieure k une certaine quantite yj. Cette valeur de r, depen¬ 
dra elle-meme en general de la valeur de r consider6e, II existe des 
"valeurs de yj plus ou moins petites suivant cette valeur de r. S’il 
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existe une quantite plus petite que toutes les autres, ou, ce qui 
revient au m^iUe, si Ton peut determiner une quantity sufOsam- 
ment petite pour que, la seule condition la- — a | < p entraine 
rinegalite (1), quelle que soil la valeur de t consideree, on dira que 
la fonction est uniforinement convergente vers sa limite pour les 
valeurs du paramfetre comprises enlre 1^ et q. On pourra ^crire une 
fois pour toutes 

I ./(a-. -) — 1 <s si I a: — a I < p. 

Considerons par exemple la fonction 

y zzzz tx -h 

pour les valeurs de I comprises entre 0 et i et pour des valeurs de x 
tendant vers zero. 

Pour une valeur t quelconque, la fonction prend la valeur 

j == -rx -f- T* 

et lorsque x tend vers zero, ces valeurs ont pour limite 

^(i) = T*; 

Nous devons consid6rer la difference 

I TX - T* I = [ TX I . 

Quelle que soit la valeur de t consideree, nous aurons certaine- 
ment | rx | < £, si nous prenons | x | < £. 

ti> 

Ainsi le nombre p est ici egal a & : La fonction est done bien 
uniformement convergente. 

Considerons au contraire la fonction y = pour les memes valeurs 
du parametre et lorsque x tend vers z^ro. 

0 

Pour une valeur de r nous devons considerer la fonction 
Lorsque x tend vers zero, cette fonction a une limite egale & Tunit^. 
11 faut prendre la dilference | —\ | et voir a quelle condition 

on aura 

1 — 1 i < £. 

Pour chaque valeur de r, cette in^galit^ sera satisfaite a partir 
d'une certaine valeur ^ de x. 

Voyons s’il peut exister une quantite fixe p telle que la con- 
dilion X p enlraine, quel que soit t dans I’intervalle 0,1, 

I x-- - 1 1 < e. 
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Pcenons^ une quaaUle qualconque iuferietire k On dev rail 
^txe stir que 

quel q]ae soil r 

P . r . , 

Or lorsque r est suffisamment petit, est aussi petit qu’on 

le veut et par consequent Tinegalite ci-dessus ne peut felre satisfaite. 
( 1 ) 

La fonctioa y = /* est bien coiivergente pour chaque valeur 
*du parametre, mais n'est pas uniformement convergente dans Tin- 
tervalle. 


III. — INFINIMENT PETITS 

La notion d'inflnimenit petit et celle de limite sont intimement 
liees Tune k I'autre. Gonsiddrons une variable x k laquelle nous 
donnons des valeurs ayant pour limite z^ro. Nous dirons que cette 
quantity est infiniment petite. Comme on le voit, la definition 
implique deux conditions : 

La quantile doit 4lre variable. 

2® Elle doit prendre et conserver des valeurs plus petites que 
toute quantity donn^e. 

l\ n& faut done pas confondre une quantity infiniment petite avec 
une quantity fixe tr^s petite m^rae non perceptible nos sens comme 
un micron. 

Si Ton n’avait k considl^rer qu'une seule quiantite infiniment petite 
cette definition n’aurait aucune espece d’utilit6. 

Mais soit une fbnetion j de cette variable x et supposons qu’elle 
prenne elle-meme des valeurs tendant vers zero lorsque 5 C tend vers 
z4ro. Nous dirons que y est infiniment petit avec x, ou tend vers 
zero avec a;, ou decroit ind^finiment. Nous dirons que x est Tinfini- 
ment petit principal, celui auquel nous comparerons tous les autres 
infiniment petits. 

Si lorsque x tend vers zero, le rapport ^ a une limite finie et bien 

<i6termin^e et non nulie, nous dirons que y est un infiniment petit du 
meme ordre que x. Plus g^n^ralement, supposons qu’il existe un 

exposant positif a tel que le rapport ^ tende vers une limite finie, 

bien determih^e et non nulle, nous dirons que y es.t un infiniment 
petit d’ordre a par rapport k x. 



NOMBRES INe0rMM'£.NSUiEABl.E9. 


LIMITBS, ST€L 


Aiaai par ex'emple le rapport a pow* liimte TuniW 

lorsque x tend vers z^ro. Sin x est un infiniment petit du m6me ordre 


que X oa du premier ordre; 1 — cos x 
petit du deuxieme ordre puisque le rapport 


est un infiniment 


2 f 


X 

a pour limite ^ lorsque x tend vers z4ro. 

Vatour principale. — Si le rapport ^ a pour limite C, pour des 
valeurs de x suflisamment petites mais non nuUea, on. pent ^crire 

^ — G 4- R, y = Car* 4- Rx**,. 


R d^sig^iant une quantity variable ayant pour limite zdro : R est 
done un infiniment petit. Le premier terme s'appellela partie prin- 
oipale de y. 

Puisque C est dilKrent de zero le rapport entre les deux parties 

R^a 

—^ ou peut en efTet etre rendu aussi petit qu'on le veut. 

G»k 

II faut se rendre compte qu’il peut exister des infiniment petits 

qui ne soient d’aucun ordre determine par rapport ^ x. Par exemple 

1 , . . , y 1 

y = i-est infiniment petit avec x mais le rapport - 

mg X X* log X 

prend des valeurs pluip grandes que toute quantity donn^e 

quelque petit que soit Texposant a : ^ est done infiniment petit 

par rapport a toute puissance de x. 

(On pourrait generalise!: la notion d’infiniment petit en consid^rant 
les infiniment petits de la forme a;”(log (Houel).) 

Puisque R est infiniment petit, soit de m4me sa partie prin¬ 
cipale, on pourra poser 


R = x?{Ct 4- S) 


(S etant infiniment petit) 


et par suite 


y = Cx“ 4- GiX» + P 4- Sx» + P 
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On voit que Ton pent continuer autant qu’on le veut et 4crire 
y ^ Cx^ + C,aj* + P H-h Ua* + P 

On met ainsi y sous la forme d’une somme de lermes dont chacun 
est infiniment petit par rapport au pr^c6dent. Le dernier terme seul 
n’est pas un infiniment petit d*un ordre determin4 mais il est infini¬ 
ment petit par rapport a tous les pr4c4dents. 


II est Evident que Ton ne peut avoir k considerer sur les infini¬ 
ment petits que les seules operations utiles suivantes : 

1® Rapport de deux infiniment petits; 

2® Somme d’un nombre infiniment grand d'infiniment petits. 

Les deux th4oremes suivants montrent Tutilite de la considera¬ 
tion de la partie prihcipale. 

Thii:orf:me. — La limile du rapport de deux injinimenl petits est la 
mime que celle da rapport des parties principales. 


Soient y et z deux infiniment petits ayant pour partie princi- 
pale respectivement Cx*, Pour des valeurs de x suffisamment 

petites, on peut done poser 

y = X^{C 4- R) z = x^{C 4- S). 


R, S etant infiniment petits avec x. 

y - ?_± J 

z 4— S 


On a done 




Si les deux infiniment petits sontdu mSme ordre, (a = /3),'ce 
C 4 - R 

rapport se reduit k et, lorsque x tend vers zero, il a pour 

G . . ... Cx^ 

limite Or la limite des parties principales est . Elle se reduit 


done aussi a 


G 

G'’ 


Si a > |5 la fraction ayant pour limite le rapport a pour limite 

zero; il en est de meme du rapport des parties principales. 

Enfin si a < le rapport ; comme celui des parties principales 

prend des valeurs plus grandes que toute quantite donnee. 

Le theorfeme est done demontre dans tous les cas. 
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Thf^iok^me. — La timile (rune somme dun nombre infinimenl grand 
d*injinimenl petlts tons de meme signe esl la m^me que la limiie de la 
somme dinfinimenl peiits Equivalents quelconques, 

Considerons un nombre iiiGniment grand d'infiniments peiits tons 
positifs yi. • • • yn, • • •. Soient V 2 * • • • Vn, • • • leurs parties 

6 

principales. On pent done 6crire 

== Ui(l £,) ^2 = -h ej • • • yn = Vn{l £,») 

£ 1 , £ 2 , • • • £» designant eux-memes des infininient petits. Nous pou- 
•vons los supposer tous moindres en valeur absolue qu’une quan¬ 
tile £ clioisie aussi petite qu’on le voudra. 

5 

Formons les sommes successives 

S, = ji, S 2 = -f- * S,, == -h H- • • • Jn 

et de meme 

zz= Vi Vi -h • • * “f* v„, 

5 

On peiit ^crire 

'S,i — U|(l ej) -f- • • • -+- Vn(l H- Sn) = -4-^2 . *4- (siVj 4 -. . . -j- 

Par suite 

S,i — S'n = SiVi 4- 4“ • • • 4- 

Puisque lous les | £i | sont moindres qvie £, 

I S;i — I <C £ I Vi 4- ^2 4” • • • + Vn) — 
el par consequent, si les infinimenl petits sont positifs, 

S',(l - £)< S„ < S',(l 4- S). 

Par suite : 

I — e < ?" < 1 e. 

(X) 

Si le nombre n augmenle ind^liniment, ces inegalil^s 
montrent que si Sn a une limiie, S'n a ^galement une limite et la 
meme, et inversement. Le theoreme est done d^montre. 

Si les iiiQniment peiits ne sont pas tous de meme signe, on a tou- 
jours: 

Syj - S'„ = £iVi 4 - £ 5 V 2 4 - ... 4 - 

Of, 

et par suite : 

1 I < £] I V, I 4- £2 I ^^2 I I I <C ^[1 V, I 4- I V2 I 4- • • • I V/, IJ. 

Carrus. — Coiirs de Galcul difTerentiel et inti^gral. 2 
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On vdit que si la somme 1 vi | -t- | va | + • • • + 1 v„ | a une 
limite finie T, lorsque le nombre n d’infiniment petits augmente 
ind4finiment, la conclusion pr4o^dente subsiste et Ton pent subs- 
titner aux infiniment petits les infiniment petits Equivalents. 
ConsidErons, par exemp|e, les infiniment petits: 

k 

— n* 4- fc* 

S, a 4 

infiniment petits avec ^ lorsque n croit ind^finiment. 

k 

On pent prendre comme infiniment petits Equivalents ^ ^ 2 ’ 

puisque le rapport » pour Umite I’unitE lorsque n 

augmente indEfiniment. 

Cherchons la limite de : 





k 


On peut lui substituer la somme : 



Or cette derniErc somme est Egale E : 



n(n 4- 1) 

an” ' 


1 


Elle a done pour limite 


L<a somme cherchEe 4 done aussi pour 


Infiniment grands. — A la notion d’infiniment petit, correspond la 
notion d’infiniment grand. On dit qu’une variable x croit indEfini¬ 
ment par valeurs positives, si les valeurs qu’elle peut prendre sont 
plus grandes que tout nombre choisi arbitrairement, aussi grand 
qu’on le veut. On dit qu’une autre quantitE y, variable avec ®, est 
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ind^Sniment grande d'ordre a par rapport k cc, si le rapport ^ tend 

vers une valeur finie, bien d<§terminde et non nulle lorsque x croit 
indefmiment. 


IV. — FONCTIONS CONTINUES 

Considerons une variable x. Supposons qu’elleprenne successive- 
ment toutes les valeurs possibles (la dilKrence entre deux valeurs 
donsecutives pouvant etre rendue aussi petite qu*on le voudra) depuis 
un nombre a jusqu’a un nombre 6. Nous dirons que x varie de fa^on 
continue de akb. 

Considdrons d’autre part une autre variable)^, rdsultat d'operations 
bien d^terminees effectudes sur x : on dit que y est une function 
de X. Plus gdneralement, si deux quantit^s variables a?, y sont lides par 
une relation indiquant un certain nombre d'opdrations bien ddtermi- 
ndes k effectuer sur a?, y, nous pourrons admettre que Kune quelconque 
des deux varie d*une fa^on continue de a k b. Nous dirons qu’elle 
est variable independante et que Tautre est function de la premiere. 

Nous indiquerons cette d^pendance par la notation y = f{x). 

On peut aussi consid^rer une function de deux ou plusieurs 
variables ind^pendantes. 

Si, une valeur de la variable independante comprise entre a et 6 
ne correspond qu’une seule valeur dey, nous dirons que y est fonction 
bien d^terminde de x dans rintervalle ab. Elle sera finie dans tout 
I’intervalle, ou mieux born^e, si toutes les valeurs de y sont comprises 
entre deux nombres finis A, B. 

II pourrait arriver qu'une fonction ait une valeur bien d^terminde, 
finie, pour chaque valeur de x dans un intervalle et que, cependant, 
elle ne soit pas bornde dans tout Tintervalle. 

Considerons la fonction qui est dgale k zdro pour x = 0 et qui 
1 

serait dgale k ^ pour toute valeur de x diffdrente de zdro. 

Pour une valeur quelconque Xq dans Tintervalle, la fonction a une 

1 

valeur finie bien ddterminde, — ; elle a une valeur finie pour x = 0 

Xo 

P . . 

par ddfinition et cependant il n'existe pas de nombre, quelque 

grand soit-il, qui limite supdrieurement les valeurs que peut prendre 
la fonction. 
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Remarquons encore qu’une fonction pent dtre parfaitement (J^iinie^ 
sans qu’il soil possible de la repr^senter par une courbe. Tel serait^ 
en effet, le cas de la fonction y definie de la fa(?on suivanle : y est 

1 

^gale 6 X pour toute valeur irrationnelle de a;; y est 6 gale h 2 pour 
toute valeur rationnelle de x. 

Les nombres A 13 definis ci>dessus ne sont pas suffisamment prd- 
cisds car s’ils existent, il serait possible que les valeurs de la fonction 
puissent 4tre comprises dans un intervalle moindre A' B'. 

Nous allons resserrer le plus possible Tintervalle AB. 


Oscillation de la fonction. — Supposons par exemple A entier et 
consid^rons la suite de valeurs cons4cutives 


A, A -f-1, A -h 2, • • • B. 


Parcourons cette suite de gauche a droite. II y aura un premier 
intervalle ou commenceront a apparaitre des valeurs de y, soit A^, 

Formons la deuxieme suite : 




jQf Ai 



Ai 4- 1 . 


Si nous la parcourons de gauche a droite, il y aura un premier 

, I 

intervalle Ag, Ag + K) commenceront a apparaitre des valeurs 
de y. Nous formerons la troisieme suite : 


1 1 

Aj, A, -(- ... A, + 

1 

Soit A 3 , Ag + jQQ le premier intervalle ou commenceront a appa¬ 
raitre des valeurs de y. Nous pouvons continuer autant de fois que 

p 

nous le vouJrons ; nous formerons deux suites illimiti^es de 

nombres: 

A, Aj, A2, • • • A„, • - • 

B, A,-t-i, Aj4-jq, ... A„+4:_,,... 

jouissant des trois propri^tes suivantes ; 

La premiere suite ne d^croit jamais; la deuxieme ne croit 
jamais; 
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2° Un terme quelconque de la premifere est moindre que tout 
terme de la seconde. 

3® La difKrence entre deux nombres correspondants des deux 
suites jQn-7 peut etre rendue aussi petite qu*on le voudra. Ges deux 
suites definissent done un nonibre rationnel ou irralionnel m. 

1 

Comme il y a des valeurs de y dans Tintervalle An, A» + |Qn-i > 

on voit qu’il existe des valeurs de y pour lesquelles la diffdrence 
y — m peut etre rendue aussi petite qu’on le voudra. De plus, au- 
cune valeur de y ne pourra etre inferieure i car s’il y avait des 
taleurs m — a, on pourrait d(5terminei n assez grand pour que An 
(qui a pour limite m) soit sup^rieure a m — [a. II y aurait done des 
valeurs inferieures An. 

m est dite « limite inferieure » de On voit qu*il y a des valeurs 
de y qui s'en approchent autant qu'on le veut, en lui restant toujours 
superieures. Nous ne pouvons encore demontrer que y puisse 
atteindre cette limite. 

On verrait de m^me que si y est assujetti A raster moindre que B, 
y admet une limite superieure M. 11 existe des valeurs de y qui s’en 
approchent autant qu’on le veut lout en lui restant toujours infe¬ 
rieures. 

La diirerence M — m s’appelle la oscillation » de la fonction dans 
rintervalle. 

Fonction continue d’une variable. — Soit a une valeur de x entre 
a et 6. On dit que la fonction est continue pour la valeur a; == a ou au 
point a, si, au nombre e choisi aussi petit qu'on le voudra, mais alors 
lix6, on peut faire correspondre un nombre y) tel que si | x — of | < /], 
on est certain que 

(1) iyw--/w I < 

On pourrait dire aussi que la dillerence \f(x) — /(a) | est intini- 
ment petite ou que /(x) tend vers /(a) lorsque x tend vers. a. 

Supposons que Ton puisse recommencer la meme definition pour 
toutes les valeurs possibles de x comprises entre a et 6, limites com¬ 
prises, e’est-b-dire satisfaisant aux inegalites 

a X* 6. 

Nous dirons que la fonction y est continue dans Tintervalle 
par fait ab. 
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Remarquons que cette definition exige que la fonotion soil definie 
meme pour des valeurs exierieures a rinlervalle. Si Ton voulait 
suppriiner cette condition pour les limites a, 6 , il faudrait introduire 
la dt^finition de fonction continue k droite ou a gauche. Les in^ga- 
litds auraient lieu seulement pour x>a (fonction continue k droite) 
ou seulement pour x <. b (fonction continue k gauche). 

Thi^orf^ie. — Une fonction (Uiertnin^e finie et continue dans an inter- 
valle donni ne peat passer d*one valeur A i une valeur B sans passer au 
moins une fois par iouie valeur inlermddiaire C* 

Supposons par exemple A < C < B. 

Nous decomposerons rinlervalle ab en 2” intervalles 6 gaux. II nj 
aura lieu k demonstration que si, pour aucun point de division, la 
fonction prend la valeur G, aussi grand que soit /i. 

Partageons d’abord Tintervalle en deux parties egales par le 
point de division ai = - . Si f(ui) > G, on aura 

f(a) < C </(ai). 

a 

L’intervalle aai pent remplacer Tintervalle ab. Si /(ai)<G 
rinlervalle aib peut remplacer I’intervalle ab. De toutes famous, 
nous ddsignerons ce nouvel intervalle par aibi. On sera assure que 

/(a.) < G </(6,). (fe, - a. = 

Partageons cet intervalle aibi en deux parties egales : pour 
lune des deux moities 0262 , on sera assure que 

/(a,) < C 

On peut continuer l operation autant de fois qu*on le veut; on 
arrivera un intervalle anhn pour lequel on aura 

? 

Or on forme ainsi deux suites de nombres 

а, fli... 

б , 61 , • • * • • bnt • • • • • 

jouissant des trois proprietes qui definissent un nombre rationnel 
ou irrationnel a. ^On a en effet bn — an — ^ 2 ^) ’ 

Les dilT4rences a — On, 6 n — a, sont infiniment petites. 
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La fonction dtant continue pour toute valeur possible comprise 

a 

entre a et 6, Test en particulier au point «. Done les differences 

/(“)-/(«..). /(M-/W 

peuvent 4tre rendues aussi petites qn’on le veut; il en sera de m£me de 

(l> 

la diiF^rence | C — /(a) ]; ces deux quantitds 6tant fixes, cette 

(iilKrence est done rigoureusement nulle. Le theor^me est done 
ddmontr6. 

Tii^iorkme. —Siune fonction est continue dans un intervalle 
V/fe atteint au moins ane fois chacune de ses valeurs limites. 

Consid^rons par exemple la limite inf^rieure; nous referons le 

meme raisonnement. Partageons Tintervalle en deux parties 

^gales. Pour Tune au moins des deux parties, la limite inf^rieure dey 

sera m> • • Apres n operations nous verrons qu’il existe un inter- 

(0 

valle anbn pour lequel la limite inferieure de y est m. Entre 

an et bn on pent done trouver un nombre Xn pour lequel 


(1) /(^n) — ^ petit qu’on le veut). 

p 

Les suites a, • • • an, b, • * • bn admettent pour limite un 

nombre a ; Xn a 4 galement pour limite a. Puisque la fonction 

est continue pour toute valeur possible de x comprise entre a et ft, 

cy 

elle l est en particulier poura. 11 existe une quantity finie 

telle que si [ oj — « | < jj, on ait 

iyw-/(“) i<2- 

b — a ^ 

Si nous choisissons n assez grand pour que < >Ja, on 

aura certainement | ar» — a ] < > 7 , et par suite 

(2) LA^n) -/(«)!< 2* 

U) 

Des in^galites (t) (2), on d4duira done que 

I /(«) — m 1 < £. 

P 

Le premier membre, difference de deux quantit^s fixes, est 
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V 

done rigoureusemeilt nul. II existe done bien une valeur a pour 
laquelle 

/(at) = m. 

Remarquons que si la fonction etait quelconque, il n’est pas 
demontr^ qu’elle puisse atleindre etrectivement sa borne supdrieure 
ou sa borne infdrieure. 

1 

Considdrons par exernple une fonction qui soil egale a ^ pour 

toute valeur commensurable de x et qui soil egale a x pour ioute 
autre valeur de x, dans I’intervalle 0, 1. 

Les bornes infericure et supdrieure de la fonction dans Tinter- 

? 

valle seront done 0,1. Cependant la fonction ne peut alteindre 

elfectivement aucune de ces valeurs puisqu*elle est egale a ^ pour 
X = 0 ou pour x = 1 (Iladamard). 

Fonctions de plusieurs variables. — Nous donnerons d*abord 
quelques ddfinitions. 

Ktant donnd un systeme de variables cc, y, • • • nous appellerons 
« point )) tout systfeme de valeurs a, 6, • • • donnees ces variables. 

TZ 

Cette ddfinition s’explique : 

Dans le cas d’une variable, a toute valeur de la variable, on peut 
faire correspondre un point d’une droite, dans le cas de deux, de 
trois variables, a un systeme de valeurs de ces deux, trois variables, 
on peut faire correspondre un point d’un plan ou de I’espace par 
rapport ti deux, & trois axes de coordonnees. 

Gonsid(5rons par exernple deux variables. Supposons qu’elles 
puissent prendre tous les systemes de valeurs salisfaisant aux ine- 
galit4s 

a X ^ b, c y << d. 

On peut dire que tous ces points sont a I’int^rieur d’un rectangle 
dont les c6t^s sont paralleles aux axes. 

Ge rectangle constitue le champ dans lequel se meut le point. On 
peut gdndraliser et substituer au rectangle, I’int^rieur d une courbe 
ferm^e de forme quelconque. De m^me, pour le cas de trois variables, 
on peut consid6rer les points k I’interieur d un parallelipipede ou 
dons un volume limite par une surface quelconque. S’il y a plus de 
trois variables, on ne peut avoir de representation geometrique,. 
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mais, on pent d^finir un champ par TensemSle des points dont 
les coordonnees satisfont a une ou plusieurs in^galiWs de la forme 

/i(^, y, 2, 0 > y, 0 > 0 • • • 

Nous continuerons a appeler parallelipip^de parallele aux axes 
Tensemble des valeurs des variables satisfaisant aux conditions 

a X c ^ y d, • • • (j ^ t h. 

Nous appellerons « plan •> I'ensemble des points dont les coor¬ 
donnees salisfont a une equation lindaire 

• A.r -h Gz H- I)/ H- • • • -H L == 0. 

Nous appellerons « distance » de deux points 
X 2 . 3 ' 2 » U quantite 

d = — -f- (72 — +-4- [h — liY- 

Nous appellerons <( sphere » Tensemble des points a?, y, 2 , /, ik 
une distance donnoe constante R d’un point Xq, y^, 2 q, /q. Les coor¬ 
donnees satisfont done b la condition 


(•^ - 4- (y ~ Vo)'^ 4- • • • - /o)“ = 

Ensembles. — Si, pour chacune des variables, on ne considere que 
certaines valeurs (en nombres inlinis) dans I'enseMuble complet des 
nombres, on conslitue un ensemble. Par exemple dans le cas d*une 
variable, les lermes d’une scrie, les nombres entiers, les nombres 
fractionnaires, constituent des ensembles. 

Un ensemble est dense, si aux environs d*un point quelconque de 
I’ensemble et dans un inlervallc, rectangle, parallelipipede aussi 
petit (ju’on le veut, entourant ce point, il existc une infinite de 
points de rensemble, lei qu’il est deflni. 

Par exemple I’ensemble des nombres entiers n’est pas dense, 
mais I’ensemble des nombres rationnels Test. 

Supposons d'abord qu'il n’y ait qu’une variable. Sur une droite, 
a un point quelconque de cette droite, correspojid un nombre 
rationnel ou irrationnel. L'ensemble de tous les points correspon- 
dant a toutes les valeurs ralionnelles ou irralionnelles conslitue le 
continu lindaire. 

Ktant donni^s deux ensembles, si a un terme de Tun on peut faire 
correspondre un terme de Tautre et rdciproquement, on dit que ces 
ensembles ont meme puissance. 
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On dit qu'un ensemble est di^nombrable, s’il est de meme puis¬ 
sance que Tensemble des nombres entiers. Une s4rie constitue un 
ensemble dcnombrable. 

Une s^rie a double entree constitue egalement un ensemble 
n 

dcnombrable, car on peut classer ses termes en prenant suc- 

cessivement les termes des diagonales paralleles a la deuxiCme 
bissectrice sous la forme (Uoo) (uio, Uqi) (u 20 » ^^ 02 ) i ®st 

evident que Ton peut indiquer quel sera le n® ternie de cet 
ensemble. 

L’ensemble des nombres rationnels constitue Cgalementun ensem- 

^ . . ct 

ble dcnombrable, car on peut faire correspondre ses termes ^ a 

ceux d’une serie double Uafi. 

On dit qu’un ensemble a la puissance du continu, s’il a mCme 
puissance que Tensemble E de tons les nombres rationnels ou irra- 

* It 

tionnels. Cet ensemble n’est certainement pas dCnombrable, 
car si l*on pouvait imaginer une correspondance quelconque entre cet 

ensemble E et rensemble des nombre entiers, on pourrait 

trouver encore une infinite de termes de E qui ne feraient pas partie 
de cette correspondance. 

On dit qu’un ensemble est bornC si les coordonnees de chacun de 
ses points restent inferieures a un nombre fixe M. 

a, < M, bj < M. 

On dit qu'un point a, est un point « limite » de Tensemble, s’il 
exisle dans I’ensemble une infinite de points an, bn aussi voisins qu'on 
le veut du point a, /3, 

On dit que Tensemble est parfait si tous les points limites qu’il 
peut avoir appartiennent egalement a rensemble tel qu’il est dCfini. 
Exemples. — L'ensemble de tous les nombres rationnels x satis- 

P 

faisant a TinCgalite A < X < B est un ensemble borne mais 

non parfait. Un point quelconque irrationnel entre A et B est point 
limite et n’appartient pas a Tensemble. L'ensemble 4^ tous tes 
nombres rationnels ou non, A. < X < B, n’esl pas encore parfait, car 
les deux points A, B sont eux-mCmes points limites et n’appar- 
tiennent pas k Tensemble. 

L'ensemble A < X < B est bornC et parfait. 
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Dans le cas de deux variables, rensemble de tous lea points 
satisfaisant h 1 *inegalit4 

ar* -f- y* <; 

est un ensemble bornd mais non parfait, car tous les points du cercle 
lui-m^me sont points limiles et n’appartieniient pas k Tensemble. 
L'ensemble est born4 et parfait. 

L’ensemble — 2px < 0 est illimite et non parfait. L’ensemble 
y 2 — 2px <: 0 est illimite et parfait, 

TiifcORibiE. — Si dans Vespace d n dimensions^ un ensemble borni 
.contienl ane infinite de points, cet ensemble a au moins un point limile. 

Nous raisonnerons sur deux variables. Puisque Tensemble est 
born^, tous ses points sont compris dans un carre de centre origine 
parallele aux axes, de cote 2M. 

Si nous le partageons en quatre parties, dans une au moins 

des parties, il y aura une infinite de points. Si nous prenons ce carre 
cbrrespondant et le divisons en quatre, dans Tun au moins il y aura 

(X 

une infinite de points. Nous pouvons continuer ind^finiment. 

^ 2M 

Apres n operations, nous aurons un carre de cdt6 2 ^ renfermant 

autant de points que nous voulons. Or si nous choisissons n assez 
2M ^ 

grand pour que existe un carre de c6t6 e 

aussi petit qu’on le veut, dans lequel se trouvent autant de points que 
Ton veut de I’ensemble. G’est la definition meme d'un point limite. 

Fonctions de plnsieurs variables continues en un point. — Consi- 
d^rons un ensemble a deux variables x, y par exemple. Supposolls 
que, pour chacuu des points a, b de f ensemble, une troisi^me quan¬ 
tity z prenne une valeur bien determinee c, a la suite d'opyrations 
doi^ees faites sur a, 6, on dit que z est une fonction de x, y pour 
rensemble de valeurs considere. On dyfinit cette liaison par la 
notation 

2 = /*(^» r)- 

On dit que la fonction est bien determinee pour les valeurs a, b et 
les valeurs voisines, si on peut la calculer pour tout point d’un 
^rectangle suffisamment petit, de centre a,, b. 

Soil un point a, 6 du champ. On dit que la fonction est continue 
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par rapport 4 x et y au point a, 6 , si h iin nombre s choisi aussi petit 
qu’on ler voudra, mais alors (ix6, on pent faire correspondre un 
nombre vj lei que si 

I a; —- a 1 < | y —. 6 [ < 

on est certain que 

|/(^.y) 1 <"; 

il ne faut pas confondre cette definition de fonction continue par 
rapport x et y avec la definition de fonction continue par rapport 
^ X et par rapport k y lorsqu’on fait varier seulement une scule de 
ces variables. 11 est bien evident qu'une fonction continue par^ 
rapport a x ety est necessairement une fonction continue par rapport 
h X et par rapport i y. Mais Tinversc pent ne pas etre vrai. 

Gonsiderons par exemple la fonction z = pour tout sys- 

teme de valeurs de x, y non nulles simultanement et egale a 0 pour 
les valeurs 0,0. 

Si Ton donne a y la valeur 6 ~ 0 et si Ton fait varier seulement x*, 

P 

cette fonction est continue par rapport a x pour toute valeur 
de X, y compris la valeur x = 0 (puisqu'elle est constamment 
nulle). Mais si Ton fait varier simultanement x, y de maniere 
que Ton ait constamment y = mx, cette function n’est plus conti- 

TT 

nue pour les valeurs 0,0, puisque pour des valeurs de x, y, 

aussi petites soient-elles, elle est egale k j ^t que, pour les 

valeurs x = 0, y — 0, elle est egale k 0 par definition. 

Le nombre y} defini ci-dessus n’est pas absolument determine, car 
rinegalite (2) serait k fortiori satisfaite si les differences | x — a |, 

I y — b \, etaient moindres que /;. 

Nombre caracUristiqiie. — Nous nousdonnerons s. Si la correspon- 
dance precedente exisle, nous dirons pour abreger que £ est compa¬ 
tible avec */;. II le sera a fortiori avCc tout nombre moindre que /]. 
Si au contraire, pour certains systemes de valeurs de x, y satisfai- 
sanl aux inegaliies 

I X — a I < r/. I y _ 6 1 < r/, 

on a 

<*)!>«. 

p 

(•/;' est alors certainement sup4rieur k yj), nous dirons pour abr4- 
ger que g n’est pas compatible avec yj'. 
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• Supposons que nous ayons de tels nombres yji, Nous 

allons reslreindre cet inlervalle. A cet elTet nous considererons la 

valeur inlerniediaire . Nous la designerons soil ^ar/jg soil 

par suivant qu’elle sera ou non compatible avec £. Si nous nous 

trouvons dans le premier cas, remplacera Designons le 

nouvel inlervalle par ParUgeons-le a nouveau en deux parlies 

egales. Pour Tun des intervalles que nous designons par yjg, 

£ sera compatible avec le nombre inferieur et ne le sera pas avec 

5i 

le nombre sup^rieur. Nous pourrons recommencer autant de 

o 

fois que nous le voudrons et nous formerons deux suites 

'^il» ***> ^in » * * * 

P 

jouissant des Irois propri^les qui d^finissentun nombre p ralion- 
nel ou irrationnel; * sera compatible avec tout nombre inferieur k .< 5 , 
et ne le sera pas avec tout nombre superieur h p. 

En r^sum6 : 

(I) 

Etant donne c, il existe un nombre p tel que, si 

— a|<p, |j~6[<p 

on est certain que 

l/(^» y) -“/(«» I < 

On est certain au conlraire que, pour cerlaines valeurs de x, y, 
satisfaisant h des inegalit^s 

I « i < p' \y 

on a 

l/(^* j) —/(«»^)! > £ 

quelle que petite que soil la dilliTence positive p' — p. 

Le nombre p s’appelle nombre caraclirisliqae ratlache au point a, b. 

Continuity dans un champ. — Etant donn4 un champ, la fonction 

y) est dite continue dans cc champ si elle est continue 

d 

pour chacun des points du champ. 11 exisle un nombre carac- 

tyrislique pab rattache a chacun des points du champ. Ce nombre 
depend en effet en g^ndral du point consider^ a, Supposons que 
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Ton puisse 4tre assur 4 qu’il existe un nombre | p | tel que, quel que 
soil le point a, 6, on ait p< pat] s et fi seront compatibles quel que 

P 

soit le poipt a, b. En d’autres termes, a la seule condition que 

(1) I ® — a I < p, I 1 < p. 

on sera certain que 

(2) I /(«. r) — /(«, ^») I < s 

quel que soit le point a, 6 de I’ensemble. 

S’il existe un tel nombre p, inf^rieur a tous les nombres caracW.-, 
ristiques, on dit que la continuite est unilorme. Cette propriety sera 

^videmment trfes iraportante, piiisqu’elle dispensera de speci¬ 

fier pour quel point b les in6galit<§s ( 1 ) et (2) sont compatibles. S*il 
n’existe pas de tel nombre p, la fonction pourra ^tre continue dans 
Tensemble, mais non uiaform^ment continue. 

Th^ioriiime fondamental. — Si fensemble conskUri esi born^^ et 
parfaiit si la continuity existe, elle est nicessairement uniforme. 

Nous continuerons k raisonner sur deux variables, mais le mode 
de raisonnement s’appliquera evidemment i\ un nombre quelconque 
de variables. 

Puisque Pensemble est borne, il existe un nombre M tel 

que 

I «« I < M; 1 fen I < M. 


Geomdtriquement, tous les points a, b sont a Tintt^rieur d’un 

carre de centre origine, de c6t4 2M. 

Nous d^composerons le carre en 2” parties egales, par des paral- 


? 

leles aux axes. Par hypothfese, quel que soit n, il existera 
dans au moins un des carr^s de subdivision, au moinsun point pour 
lequel le nombre caractdristique correspondant sera inferieur k 
toute quantile choisie aussi petite qu'on le voudra. 

Pr 6 cisons. Partageous le carrd en qualre parties 6 gales. Dans 

Pun des quatre carr^s Qj, il existe au moms un point a^, fej 

pour lequel le nombre caract^ristique est moindre que toute quantity 


choisie arbitrairement, soit 2 • 


DtScomposons en quatre 
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parties 6gales. Pour Tun au moins des carres Qg, il existera 

au moins un point Ogfcg pour lequel le nombre caract^ristique cor- 
respondant sera moindre que toute quantite choisie arbitrairement, 

X ... . ^ 

soit 2 ^ • Si en elTet, il n’existait pas de tel point, nous serions 

assure que pour tout point du carr^ Qg, le nombre caracteristique 
est superieur k ^ 2 * Nous raisonnerions sur un des autres carres de 
la decomposition. 

Apr^s n operations, nous verronsque, pour un au moms des 
carres Qn, il existe un point anbn pour lequel le nombre caracte¬ 
ristique correspondant est moindre que toute quantite donnee 2 ^. 

Ges points 

bi 6I2, 62, ditf bfi, ,,, ••• 


tendent vers un point a, En etfet, k partir du rang n, 

ils sont tous compris dans le carre Qn. On a 

. 1 2M ,, L , ^ 2M 

I ^n-fp I 2n > I I 

2M 

2 ^ pouvant etre rendu aussi petit qu*on le voudra, les quantites 

Un, bn admettant done des limites a, Le point a, ^ est un point 
limite de I’ensemble puisque Ton a 


. ^ 2M 

■ 1 2w » 


I < 2 h 


pour une infinite de points anbn, Puisque I’ensemble est par- 

(O 

fait, il appartient a I’ensemble : la function est done continue 

en ce point. Etant donnee la quantite il existe une certaine 

quantite telle que, pour tout systeme de valeurs de cc, y satisfaisant. 
aux inegalites 

I a — a I < 0 , ly — p 1 < 


on est certain que 


\A^.y —/(“.?) J<|- 
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Le point an, bn ayant pour limite a, choisissons d’abord n assez 

- 2m" S .. 

grand pour quc 2^ 2* 

la — anl"^2 » 

On aura certainement 

l/K.M —/(^.?) I < 2* 

Choisissons encore n assez grand pour que ^ Si le nombre 
caracl6ristique p„ctait moindre que et par suite que 

(T 

cela voudrait dire qu’il existe certainement des valeurs de x, y 
satisfaisant 4 

I X — a„ 1 < ^, 1 y — 1 < 2 

pour lestjuels 

l/( 3 ',y) —K.MI >^- 
Or 

y) — K) 1 I Mr) —/O. ?) I + 1/0. !^) —MM u 

Comme la derniere dillerence est moindre que ^, pour ces valeurs 
de T. y on aurait done certainement 

l/O.y) —/O. I > 2 • 

Knfm 

1 a: — a I <^5 lx — o„ 1 -t- I a„ — a I . 

Comme chacune des parties du second membre est moindre que .^» 

U) 

on voit qu’il exislerait des valeurs satisfaisant h 

[x — al<5, ly— ?1<S 

pour lesquelles 

l/O.y) —/O. §) I > 2 

contrairement k la definition de la continuite au point «, 

(0 

Remarque. — Nous sommes done assures desoi mais que 

si Ton considere [une fonction continue dans un ensemble born6 et 
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parfait (ces mots seront parfois sous-entendus ou 4vidents), etant 
donn^ £, il existe une quantile & telle que si 

on a 

I < £ 

quelles que soient les deux couples de valeurs a?, y, x\ y\ 


Application. — Considerons le champ o < a? < A et la fonction 

1 . P 

^ A pouvant meme augmenter ind^finiment ; c’est un 

champ qui n’est peut-etre pas borne, mais qui n’est certainement 
pas parfait. 

La fonction y est continue pour tout point du champ. 

5 

Soit en effet un point a ; posons a? = a -f" Etant donn6 s on 
veut que 


CL ""I*" h 



ou 


I /i I < e I a I X I a + /t |. 


Suj)posons a > 0. Si h est posilif, Tindgalit^est satisfaite si 

h < ; si est n^gatif, posons li = — h'. L'inegalite est satis¬ 


faite si A' < 


On voit 


ea* 


1 £«’ 


done dans tous cas, que si 


1 < 




ea 


1 in^galite sera satisfaite quel que soit h, Le nombre caraetdristique 

pa est done —. II n’existe pas de nombre caraetdristique 

plus petit que tous les autres : la fonction n’est done pas uniformd- 
ment continue. D’ailleurs, on peut se rendre comple qu'il ne peut 
exister de nombre & tel que, quel que soit a, on ait 


I — 

J a 

Prenons en elTet en 


< 2 


pour 


particulier h = c?. 




Il < 3 . 

On devrait avoir 


_t_1 

a 3 a 


Carr us. — Cours de Galcul differentiel et integral. 


3 
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Or ceite ne pourrait avoir lieu que fii 

a*-HaS —1>0, 

in^galit4 qui ne serait pas vdrifi^e pour des valeurs de a suffisam- 
ment petites^ appartenant au champ. 

2® Application. — La fonction y = est uniform4ment continue 

S 

pour toute valeur de x salisfaisant k A < a; B. Pour une 

valeur a, on a en effet a resoudre l’in4galite 

I (a -f- hy — 1 <; £ I 2ah -h h* \ <i z, 

Supposons a 0. Si A > 0, Tin^galit^ est v^rili^e k fortiori si 

to 

2Bh <C 6 quel que soil a : la fonction est done bien uni for- 

moment continue. 

On pent voir de m^me que la fonction est continue pour toute 
valeur de a? satisfaisant 4 A < a: (la demonstration est la m^me 
que ci-dessus) mais qu'elle n’est pas uniformement continue; il est 
impossible de trouver une quantity d fixe, independante de la 
valeur de a consid^r^e, telle que si A d on ait | 2ah h^ \ <Z £ 
quel que soit a. 

En effet si cette quantity c? existait, en prenant A == (?, on devrait 
avoir 2a& + <C s, et a fortiori, 2 ac? << £ : or cette indgalit^ ne 

serait pas satisfaite pour des valeurs suffisamment grandes de 
a dans le champ. 



CHAPITRE 11 


Bl^BIVEES ET BIFFtaiNTIELLES DES FONCTIONS 
D UNE VARIABLE 
FONCTIONS IMFLICITES 

dRterbunants fonctionnels 


SouMms. 

D^rivSes ei diffdrenlieltes des fonctions d'ane variable : Th^or^me de Rolle, des accrois- 
semenbs finis. — Fonctions de .plusieun variebbs: foocAions composdes.^ DMv^e 
suivant uno direction. 

Fonctions impUcites (une variable) ; Existence. <— Calcul des ddriv^es parliellei. 


Ddterminants fonctionnels : 1^® propri6t^ : 


D/ D/ ^ Dx 


HI 




m. 


—, 2®® propri4l6 ; Rapport 


d’aires, de volumes dbmentaires. — 3® Propri^td : Transformation du determinant 
fonctionnel. — Applications. — Ind4pendance d’un systeme de fonctions. — Calcul du 
determinant fonctionnel dans le cas des fonctions implicites. 

Fonctions implicites : Gas de deux equations, de n equations. 

Ddpendance des fonctions : Autre demonstration. 

Ddrivdes et diffdrentielles d*ordre sapdrieur : Formula de Leibnitz. 


Si fix) d4signe une fonction d6termin6e finie, continue, dans un 
intervalle ab, pour une- valeur quelconque x de la variable, dans 

1 intervalle, I’accroissement /{x + Aa;) — /{x) est infiniment 

petit en meme temps que A». II est naturel de consid^rer 

I’ordre de rinfiniment petit. 

Si le rapport tend vers une limite d^terminee 

finie, lorsque Ax tend vers 0 dune mani^re quelconque, et cel a, 
quelle que soit la valeur de x choisie dans I’intervalle, cette limite 
d^pendra en general de x. Elle constitue done une nouvelle fonc¬ 
tion de X dans I’intervalle ab, que Ton appelle la d6riv4e de J(x) 
par rapport k la variable independante x. On la reprdaente par J'{x) 
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(notation de Lagrange). Inversement, on dit que la fonction donnde 
est une fonction primitive de cette d^riv^e. Nous verrons que toutes. 

les fonctions primitives ne different entre elles que par une constante. 

d 

RemarOue. — Si une fonction admet une d4riv4e, elle est 

ndcessairement continue, mais la r^ciproque n’est pas vraie. 

11 est facile de trouver des fonctions continues n’admeltant pas de 
d^riv^e pour des valeurs particuli^res de la variable. Par ex. la fonc* 


' 1 P 

tion y == a: sin - est continue pour a; = 0 : y tend vers () 

y • 1 

quand x tend vers 0 mais le rapport'^ = sin - ne tend vers aucune 


limite. Soit encore la fonction 



"1 ' . . y 

Si X tend vers 0 par valeurs positives, le rapport - a pour- 

limite I’uniW. Si x tend vers 0 par valeurs negatives, le rapport a 
limite 0 et cependant, de toutes fa^ons, y tend vers 0 en m^me temps 
que X. 

Weierstrass, le premier, a monlrd I’existence d’une fonction con¬ 
tinue, donn6c par une serie assez simple n’admeltanl de d^riv^es- 
pour aucune valeur de x. Ce sont iJi des cas exceptionnels que nous 
n’aurons pas k envisager. 

Nous admettrons connues les d^rivdes des fonctions simples, fonc¬ 
tions rationnelles, fonctions exponentielles, logarithmiques ou trigo- 
nom^triques, ainsi que les regies de calcul 61^mentaire des d^rivdes. 
lilnfin nous admettrons la regie de calcul des deriv4es des fonctions 
de fonction. 

Puisque le rapport 

ky _ /(x + kx) —J{t) 

\x Ax 


a pour limite f'{x) lorsque Aa; tend vers z4ro, pour des valeurs petites 
mais fixes de Aa’, on pourra ^crire 

et par suite 

A/ = J(x -h A.r) — J(x) = f[x)-Lx -i- sAx. 
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Le rapport entre les deux termes du second membre a pour 
limite 0 (en supposant f'{x) 0). Le terme principal de ce second 

membre est done le premier. On donne k ceite partie principale le 
nom de diff^rentielle. Si on la designe par dy, on a done dy == f'[x) • Ax. 
Une consequence necessaire est (si y se reduit k x) que dx — Ax : 
la differentielle de la variable independante se confond done avec 
I’accroissementconsidere, d’ailleurs arbitraire, de cette variable inde- 


pendante. 

On pent alors ecrire dy = f\x)-dx et par suite J\x ==^- 

I ] r 

pent done representer encore la derivee par ou (nolatioi 


On 


Leibnitz). 


Representation geometrique. — Representons la fonction y = /(x) 
par une courbe rapportee h deux axes rectangulaires ox, oy. Soit 
AB Tare de courbe correspondant k Tintervalle ah, Soient MM' les 
points correspondant aux abscisses x, x + representees par les 
points m, m' de ox. 

P 

Le cofficient angulaire de la corde MM' est 

/TW —^ ^ J{x + /O —/(x) ^ 

01 m' h 

Supposons que li tende vers zero ; le point M' se rapproche indefi- 
d 

niment de M. Si la fonction admet une derivee, le coellicient 

angulaire de la droite tendra vers une valeur limite /'(x) : la droite 
MM' tendra done vers une position limite : cette position limite 
d une droite qui tourne autour d’un point M jusqu’Jt ce que un second 
point d’intersection de la droite et de la courbe vienne se confondre 
avec lui, s’appelle la tangente en M. 

Inversement si cette position limite existe, e’est-k-dire si la 

fix “I” h) -t /(x) 

courbe admet une tangente en M, le rapport-admet 

une limite : la fonction y admet done une derivee au point x. 

De plus supposons h nonnul. Menons la tangente en M. Elle ren- 

^1 

eontre Tordonn^e du point M en M^. D6signons par (x le 

point oil la parall^le k ox men^e par M rencontre M'm'. On aura 

IxM, = i^M X f(x) = hj\x). 
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0 } 

Le segment! /liMj repr^sente pour cheque valeur de raoccois*- 
sement A,, la diff^ntieUede.;)r; 

Th£orAmb de Rolle. — Siune fonction Jinie bien ditermxnie, preim 
la mime valeur A pour x = a, x = b, ai elte admet une dirivie dans 
r intervalTe, cette ddrivie s’annate au moins ane fois pour une valeur de x 
comprise entre a el b. 

En eflet si la fonction n*est pas constante dans I’intervalle, 

a 

elle admeltra dans cet intervalle deux valeurs limites m, M. Si 
pir exemple A la fonction passera par la> valeur M pour une 

valeur c comprise entre a et b. La difference /(c + A) — /(c) sera 

d 

done negative, quel que soil le signe de A. Les rapports 



seront done constamment de signes oontraires, quelque petit que 

soit A. Leurs limites, si elles existent, seront done de signes 

contraires, ou nulles. Mais sLA tend vers zero,.ces rapports admettent 
m6me limite, la derivee de f(x) au point c. On a done certainement 
/•'(c) = 0. 

Th£or#.me des accroissemeets finis. — Si ton a deux fonctions 
f(x), f(x) bien dilermindes, finies, dirivables dans un intervalle ab, on 
peut icrire 

?(o) —?(«) ?(c) 

c dddgnant: une valeur intermidiaire entre a et b, 

Gonsiderons en effet Isu fonction 

F(flt) = I>p(fr) ~ <p<o)i}/<*).~. [/(fr) -^yi«)]<?(®). 

Cette fonction prend la meme valfewr pour a? = aj * = A 
F(«) = F(6) =/(a)?(6) -Ab)<f{a). 

Elle admet d’aillenrs une derivee 

F'(x) ,= [t(6) - <?(«)]/'(«)- [/(*«) -/(«)V(^). 

D’apres le theoreme dst Rolle, pour une valeur c comprise entre a 
et A, oma'-done P’(c) = 0, c’eetwAt.dii>e’ 

[,(6)-- ?(«)j7(c )=m 

D'oh la formule k d^ttnontrer*. 
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C’esi' Ib' th4»«&ffiiE de» acoroisseiments fihiv saiis sa fiovme la plus 
g^n^rale. On pent supposer en parliculier f{x) = x- On aura 

^ a " ~c’cst-i-dire f{b) — J\a) = (b — a)f{c). 

■ ti> 

C’est la formula dea accroisseraenis finis si une fonction 

admet une d4riv6e dans un intervalle, 1 accroissement de cfette fonc¬ 
tion correspondant ^ deux valeurs quelconques a, b de I’intervalle 
esfr le produil! de I'intervalle par la valeur dfe la- d^rivfe en unr certain 
point interm4diaire. 

Bepifeentaium ifont^triatie. —On^peut dorire 

Si MM' sont lea points. cor.respondai)iauxtaJ!>seiases a, ^^deipremier 

p 

rapport est le coefficient angulaire de la droite MM', le second 

represente le coefficient angulaire de la tangente en un point; corres- 

w 

pondant a une abscisse G de I’intervalle ab ; on voit qu’il 

existe entre M, M' un point N pour I'equel'la langente en N est paral- 
lele & la corde MM'. 

Autrer fdrme dv thdonSme im aooroissements finis. — Si nous 
repr^sentons par a;, x + h lea abscisses a, 5, on pourrail dcrire que 
c =: X + 9k, 9 d'tant coinpris entre 0 et 1 et par suite 

f{x-^h}—f(x)=h/'{x-h^bh). 

Si une fonction est constante dans un. inttervalle', sa d6riv4e, 

^ ‘ 

limite d’un rapport constamment nul, est nulTe pour, toute 
valeur dfe rint'ervalle. Inversement, si pour toute valeur de x com¬ 
prise dans un intervalle, la d4riv4e est nulle, la fonction est' cons- 

IC, 

tante dkns I’intervalle. En effet, prenons deux valeurs quel¬ 

conques de rinlervallfe ab, D'aprSs le tli4or4me d'es accroissements 
finis, 

Comma par bi^potb4se,,queLqpe soil c, /'(c) =* 0, laifbnntioniest 
done bien constante. 

Comme cons4qunnaa,.si.deiiK foDctiana.y(ax)r9(9c) admettent m4me 
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d^rivde dans un intervalle, elles ne peuvent diff^rer que par une 

t: 

constante puisque leur difference admet dans rinlervalle une 

derivee constamment nulle. 

II. — FONGTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


Les notions prec6dentes s'etendent au cas de plusieurs variables. 
Soit par exemple une fonction de deux variables Si nous 

fixons la variable y en lui donnant la valeur y^ (dans le cas de plu¬ 
sieurs yariables, si nous fixons toutes les variables sauf une), nous 
obtiendrons une fonction de la seule variable a?. Elle sera cerlaine- 
ment continue dans le champ des valeurs de x correspondant a y^, si 
la fonction de deux variables etait continue dans le champ. II suffit 
en effet de consid^rer des accroissements nuls pour y, 

En faisant varier x seul, il se pent que cette fonction admette 
une d^rivde par rapport k x. Ce sera la limite de 

f(x 

Ax 


lorsque Ax tend vers z^ro, Cette limite, si elle existe pour toute 
valeur de a;, est dite la d^riv^e parlielie par rapport a a? de la fonc¬ 
tion J{x, y) pour la valeur On la designe par fx'{x, y^). Si cette 
limite existe quelle que soil la valeur de y^ consid6r6e, Tensemble 
de ces derivees partielles constitue une fonction des deux variables 
X, y que Ton designe par Jx{Xy y), et que Ton appelle la derivde par- 
tielle par rapport 4 x de y(x, y). 

En faisant varier y seul, on obtient de meme la d^riv^e 
parlielie de la fonction par rapport a y seul. On la designe par 


y)- 

On designe encore par analogic les d^riv6es partielles par ^ > 


mais ce symbole ne pent etre confondu avec un quotient. Enfin Cau¬ 
chy employait la notation Dxfp Dyf. 

Faisons maintenant varier simultandment x, y en leur donnant des 


accroissements Ax, Ay. La fonction prendra un accroisse- 

ment 


A/* =/(^ 4- Ax, y -4- Ay) -r/(x, y). 
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11 est facile de ramener ce cas au cas ou une seule des variables 

. 

varierait, en ^cnvant 

A/= [/(.X + Ax, 7 + Ay) —J{x Ax, y)J ■+■ [/(x 4- Ax, j) ~f(x,y)]. 
Or on pent 4crire 

/(x 4 - Ax, y) —/(x, 7) = Ax/; (a-, 7) 4 - eAx, 

e serait un inOniment petit si Ax I’dtait lui-m 4 me. De meme dans les 

Si 

deux premiers termes, ^ varie seul, x conservant la valeur 

jc + Ax. Done 

/(x -f Ax, 7 4- A7) — /(x 4- Ax, 7) = Ay/,j'(x 4- Ax, y) 4- eiA7, 

gj serait un infiniment petit si Ay I’etait lui-ni 4 me. 

D’ailleurs, si laderiv^e parlielle ^'(x, y) est une function continue 
•de X pour les valours voisines de w, y, on pent ^crire 

J,/(x 4- Ax, 7) =/;{x, 7) 4 - s', 

e' 6tant infiniment petit en mfime temps que Ax. 

0) 

On a done linalement 


AJ = AxfJ{x, y) 4- A)'F/(ir, y) -f- zAx -f- 4- £')Ay. 


Nous allons suivre, pas a pas, ce que nous avons fait dans le cas 

d*une variable. 11 est nalurel de considdrer les deux pre¬ 

miers termes. Quand Ax est inlininient petit, le Iroisieme est en 


effet d’ordre supdrieur au premier puisque leur rapport A tend 

Jx 


vers zero. De meme, le dernier est infiniment petit par rapport au 
second. 


<^1 ^ 

L'ensemble des deux premiers termes s’appelle la dilf^ren- 
tielle de la fonction. En la d^signant par i/y on a done 


a 

lei encore, si on suppose que la fonction se r 4 duit successive- 
ment k x puis ky on voit qu une consequence n^cessaire de la nota¬ 
tion est que 

dx = Ax, dy = Ay, 

Les diff^rentielles des variables ind 4 pendantes sont done tout sim- 
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plement les accroiBS^mente, d^atlleurs arbit^raires, donw^s ^ oes 
variables. Dans la pralicjue on suppose que ces accroissexnents sont 
infiniment petits. 

On a done, finalenieat; 

Pour une fonetion de trois variables 2 ), on a 

dj=fjdx^fjdy^j,'dz. 

Consid^rons par example ce cas. Donnons ky,z des valeurs d4ter* 
minxes Zq et faisons varier seulement x. Si la fonciion est indfipen- 
dante de x, sa d^riv^e /x'{x, 7 Jq, est nulle quelles que soient cea 
valeurs dey2. Dem^me'silafonction/est inddpejidonte/de y,. z^ fy^f* 
sont identiquement nuls. Si done la fonction se r<5duit une cons- 
tanle, on a 

/;' = o, y; = o, /.' = o. 

Et par suite (//* = 0 quels que soient dxy dy^ dz. 

Inversement si df ^ Q quels que soient da?, dy^ dz^ faisons par 
example dy dz = 0»; fx'dx devra 4tr<e mil quel que soil dx> Done 

/*' == 0, de m4me/y' = ft = 0. 

<0 

La condition n^cessaire est sullisante pour qu’une fonction se 
rtiduise une aonstante est que sa diff^rentielle totals soit nulle 
quelles que soient les dilKrentielles des variables ind^pendantes. 

II en results que si on diff^rentie totalement une identity, on 
oblientt une: nouvedl^ identity. 

Le theorfeme suivant montre Tutilit^ de la notion de dilKrentielle. 

— Si par une analyse quelcoriq.ae on, a. pa^ en, donnant 
des accroissemenls Ax, Ay aux variables^ melire 1 accroissement d une 
fonciion sous la forme 

Af = A Ax -h BAy 4 - RAx 4 - SAx, 

AB 6tant des fonctions de ocy mais ind^pendantes de Ax, Ay, R, S 
6lant infiniment petit's* en mfime te^^^ps^qu« Ax et Ay, on aura n6ces- 
saicemenL 

A = y), B = fy(x, y). 

y 

En effet pour des accroissemenls Ax, Ay, nous sarrons que- 
I’accroissement de la fonction peut s’Serire 

A/^=/x’Atr 4-)t'%‘ 4-*sAa 
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Egalans les deux expressions de A/ 

A Ax BAj -+■ RAx -I- SAj = JJI^x -h JJ^y -4- eAv -f- S|Ay. 

P . . 

Cette egalite devant avoir lieu, quels que soient les.accroisac- 

cc 

ments Aa?, Ay, laissons y constant, d’oii Ay = 0. L’6galil4 se 

met sous la forme 

(A 4- R)Ax = (fj 4 - £)Ax- 
ou 

A-/; = .-R. 

P .. 

Si nous supposons Ax inliniment petit, le second merabre,. qm 
est infiniment petit en meme temps que Ax, peut 4tre rendu 
aussi petit qu*on le veut. M'ais le premier membre est independant 

to) 

de Ax. II est done rigoureusement nul et on a bien 

A = Jx(x, y), de m6me B = fj(x, y ). 

Ce th^oreme conduit immddiatement k la determination des 
deriv^es partielles d’une fonction composes. 

Fonctions oompos^es. — Supposons que t soit fonction de deux 
variables u, v mais'que u, v soient elles-memesfonctionsdiep auArejs 
variables ind^pendantespar example de deux autres variables x, y; 
z est dite fonction compos^ede x, y par Lmlermddiaire de, u, v, 

a 

Consid^rde comme fonction de x, y, voyons si elle admettrait 

des d^riv^es partielles par rapport k x, y. 

Nous allons appliquer le thdor^^me pri^c^dent en don* 

nant k x,y des accroissements Ax, Ay et cherchant. k diSterminer 
I’accroissement de z. 

S 

Si u, u admettent des d4rivees partielles par rapport k x, y, 
pour les accroissements Ax, Ay, «, et v prennent des accroissements 

Au = u/Ax 4- «yAy 4- eiAx 4- e/Ay 
Au Vj, Ax 4- VyLy 4- 4- e/Ay. 

Ces accroissements ^tant d^termin^s, si z admet des di$ri* 

v^es partielles par rapport a u, v, consid^r^es comme variables 
ind^pendantes, son accroissement sera de la forme 

4-4- ®A« 4- c'Av, 
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tous le's £ 4tant infiniment peiits en menie temps que les accrois- 

semenls Ax, Ay. Kn subsliluant dans Az les expressions de 

A«, Ay, on obtient 

Az = 4- UyAy 4 - CiAx -}- e/Ay] 4~ /o'[i’/Ax 4- iv'Ay 4- 4- £ 2 'Ay] 

4-- t[ujAx -f- ... ] 4- £^[i’t’Ax 4'... ]• 

Get accroissement est ainsi mis sous la forme 


avec 


Az = AAx 4- BAy 4- r^Ax 4- r^'Ay 


A —B =.JJu,J -hfjvj, Y) —4- .. — .. 


AB sont en effet bien ind^pendants de Ax, Ay ; rj et r/ des infini^ 

to 

ment petits. Avec les restrictions indiqudes, z consid^r^e 

comme fonction de x, y admet done des d^rivees partielles par rap¬ 
port a X, y 


Zj! -/uM/ 


^ • — fffjt 


■yx. 


L*une de ces ddrivees s’obtient en prenant successivement 

la d^riv^e de z par rapport a chacune des fonctions composantes, 
en multipliant chacuii des r6sultats par la d6riv6e de la fonction 
composante correspondante et en faisant la somme des produits 
ainsi obtenus. 

La dilKrentielle totale de la fonction sera 


dz = [fjuj dx 4- [/u'< +J^v;]dy. 


On peut r^crire 


dz =J^[uJdx 4- Uydy] 4 - dx 4- i^dy]. 

P 

Or les parentheses sont les dilTerentielles des fonctions u, v. 
On peut done ^crire 

dz = JJdu 4- fodv. 


z considdrdc comme fonction de a, v admet done une diff^ren- 
tielle qui a exaclemeiit la mome forme que si u, v ^taient, non des 
fonctions de x, y, mais des variables ind^pendantes. 


Cas particulier d^une seule variable inddpendante; d^rivde suivant 
une direction. — Supposons d’abord une fonction z de deux variables 
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x, y. Si Ton donne les expressions de ces variables en fonctid^^uil. 
paramfetre /, ces expressions d^liniront une courbe G et meme, si i 
repr^sente le temps, le mouvement d'un point sur cette courbe* La 
d^rivde 


Ai _ , Ax 

dl~^^ dt 



est la d6riv^e de z suivant cette courbe. Cette d^riv^e, en un point 
M donn6, ne depend de la courbe, que par les expressions 

77 * done, Ton considere deux mouvements dilT^rents effectuds 


le long de deux courbes difT^rentes, si les vecteurs vitesse des deux 
mouvements sont les memes, la deriv^e sera la meme pour les deux 
mouvements. On dit que les deux mouvements sont tangents. 

En particulier, si la vitesse du mouvement est dgale k runite, 

^7 ’ les cosinus directeurs de la tangente ^ G. La d^rivde 


A^ 

Tt 


= zj cos (To:) Zy cos (T^^) 


<>^ Ax 
dx At 


Ay 
dy A t 


est appel^e la d^rivde de :: suivant la direction T. Le premier 

membre est la limite du rapport de I’accroissement de la 

fonction a Taccroissement de Tare de courbe quand ce dernier tend 
vers z^ro, puisque dans ce cas ds = dl. 

Designons par a Tangle de la demi-tangente k la courbe dans le 
sens du mouvement (arcs croissants) et par ds un arc ^l^mentaire. 
On aura 


cos a = 


dx 


sm a = 


As 


Prenons pour direction T de deplacement, la direction faisant 
avec ox Tangle « + ^ (direction de la demi-normale dite interieure 
pour le sens de d6placement choisi). On aura 

cos (Ta:) = cos cos ( 1 » = . 

La deriv^e de la fonction 2 prise suivant la normale k la courbe a 
done pour expression 

D„z = 7 (— dy 4 - dx). 

" As ' dx ' 

Dans le cas d*une fonction de trois variables independantes- 
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u ^ /(o;, z)^ si Ton suppose que x, z sent fonotions d’un:para- 

mfetre ces expressions d^finiront le mouvement du point 

X, y, z.sur une courbe. La ddriv^e 


dt dt Jl 


qui ne depend encore que de sera encore la mfime pour 

deux mouvements tangents. Si on suppose la vitesse du mouvement 
^gale k Tunit^, dl se confond avec le d4placement ds du point sur la 
courbe ; on a 

^ = cos(Tx). | = cos(Tj-), ^; = co,{Te) 

^ ==// CDS (Tx) + /; cos (T;)-) +/,' cos (Tz). 

Le premier membre est done la limite du rapport de Taccroisse- 
ment de la fonction k I’accroissement de Tare de courbe. 


III. — FONCTIONS IMPLICITES 

Cas d’une seule Equation. — On dit que u est fonction implicite 
de deux variables a;, y si Texpression de a au moyen des variables 
ind^pendantes, n’est pas explicitement donn<Se, mais depend 
d'une Equation de la forme f{x^ u) = 0 non r^solue par rapport 
k u. liltant donn^e la fonction de trois variables /(x, j/, u), don- 
nons-nous un systfeme de valeurs x, y; pour que Ton puisse avoir 

f{x, u) = 0, il faudra donner k a certaines valeurs bien 

d^termin^es. Si I’on considdre Tune d’elles, on voit que u est une 
fonction de x, y. On dit que lequation d6finit une ou plusieurs 
fonctions impliciles de x, y. 

Nous allons d’abord chercher a quelles conditions une telle 
Equation pent definir une fonction u bien d^terminee, si cette fonc¬ 
tion est continue, et si elle admet des d^riv^es partielles par rap¬ 
port k X, y. 

II est n4cessaire de supposer tout d’abord qu’il existe un 
sysleme de valeurs x^, 2 /q, telles que 

/(®o» 70* **o) “ 
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2" II eat naturel de penser que si les <L£riv#es ^rtielles existent^ 

elles d4pendront de /*', /y', /u'. T^ous les supposerons con¬ 
tinues Autour du point jc, j/, a c’est-&-di're que dajds le .champ 

I^ — ^oI<‘n \y — yo\<^ 1 m — Kol<'n 
les d4riv4es partielles, consid4r4es comme fonctions.deirois variaihles 
ind6pendantes, different de leurs valeurs initiales (Jx%, {fy\^ C/«0o> 
d’line quantity moindre que c. 

Enfin noui^ supposerons [fu \ ^ 0. Gelte condition, moins 
evidente, va d^couler imm^diatement de notre dtude. 

Dans ces conditions, nous allons montrer queTonpeut ddterminer 
un intervalle h tel que, k tout systeme de valeurs oc, y satisfaisant a 

(1) (« — a*o) < K iy — Jo) < K 

P 

correspond une valeur de u et une seule satisfaisant k T^quation 
y(a;, y, u) = 0 et ^ Tin^galite | u — | < vj, yj etant choisi aussi 

petit qu’on le veut. 

(On se donne done y? ; on veut ddterminer /i). 

^ . . P . 

L’ensemble des valeurs de u ainsi ddtermindes consti- 

tuera bien une fonction bien ddfinie, continue de a?, y dans le domaine 

I ij? ^01 < /«, I y ““ Jo I < 

Soit t un nombre positif quelconque moindre que | {J'u)q | (hypo- 
ihdse 3). 

On pent determiner un nombre yj tel que les ddrivdes partielles 
diiffdrent de leurs valeurs initiales d’une quantile moindre que e 
(hypothdse 2). 

11 en rdsultera done que les ddrivees partielles /»', Jy' resteront 
finies et moindres qu'un nombre determine A ; d’autre part comme 

{U\ - ^ <U < {/u')o + 
p 

fu conservera un signe constant et sa valeur absblue est au 
moins dgale k B == [ {Ju)q I — s. Donnons-nous done un systfeme de 
valeurs a?, y vdrifiant (1). 

Pour montrer qu'il exisle une valeur correspondante u comprise 
entre — yj et Uq + telle que y(a?, y, «) = 0, dans la fonction 

OL 

f(x, y, u), laissons x, y fixes et faisons varier u de Ug — /; 

^ «o + ■'J- Comme /'» conserve un signe constant, la fonc- 
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tion f{x, y, u) (fonction de « seulemenl) varie toujours dans le 
m4me sens et ne pent done s’annuler qu’une fois dans I’intervalle^ 

Elle s’annulera cerlainement si ses deux valeurs extremes 

J{x, y, a — T,), J{x, y, a 4- r,) 
sont de signes contraires. Or on peut ^crire 

J{x, y, u) — fix, y, a) —/(x#, yo, Bo) 

OL 

et en appliquant le Ih^orisme des accroissements finis 

y, u) — (x — x«)//(x,, y, u) 

+ (y — ri. «) + {« — «o)y«'K. ro. “i) 

Xi, y^, Ui (Slant respectivement compris entre x et Xo, y et y^, a et Uq. 

? 

Chacun des deux premiers termes est, en valeur absolue, 

? 

moindre que Ah. Le second, lorsqu’on y remplacera u par 

— yj et Uq + vj sera en valeur absolue au moins dgal Ji Bv;. Si done- 
nous astreignons h kla nouvelle condition 

B-r, > 2\h 

d 

ce Iroisi^me ternie donnera son signe au second membre. Or 
ce troisienie terme change de signe pour Ics valeurs 

[( — = dz Y). 

to 

La fonction J{x, y, «) s’est done bien annul^e, et une seule 
fob, pour une valeur de u comprise dans I’intervalle «„ — r,, «q + Yj. 

Nous avons done d4fini un ebnient de fonclion «, determine dans 
le champ (1), repr<5sente geomdtriquement par une petite portion de 
surface se projetant sur le plan des x. y a I’inlerieur d’un carrd de 
centre x, y. 

Prolongation de I'dldment. — Considdrons d’abord le cas d’une 
seule variable inJdpendante etde I’dqualion J(x, a) — 0. Lelhdordme 
ddmontre I’existence d’un petit arc de courbe ddfini dans le champ 
I x — Xo I < li e’est-h-dire se projetant sur une portion de I’axc des x. 
Prenons un point x^ vers une exlrdmild ; comme en ce point et pour 

a 

la valeur jq correspondante, {fu')i ^ 0, on pourra ddlerminer 

un nouveau champ [ x — Xi 1 < qui ddpassera en gdndral le 
prdeddent, el delinira done la fonclion sur une nouvelle portion 
de ox e’est-h-dire un nouvel arc de la cojirbe C. 
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En supposant verifidc la continuile des d^rivees parlielles, 

? 

considdrons les points pour lesquel Ju{x, ix) == 0. Si Ton sup¬ 
pose que a;, u soient ind^pendants, cette Equation repr^sente une 
courbe y. Tant que la courbe C ne renconlrera pas cette courbe 
on pourra appliquer le raisonneinent et prolonger la courbe C. 

Ces points sont les points pour lesquels la tangente a la 

courbe est parall^le a oy. 

Remarque. — II est fort possible que la function u d^finie par 
r^quation iinplicite J{x, u) = 0 cesse d’exister, mais que la courbe 

Tt 

G puisse tout de m4ine elre continuee. Car Tdquation de 

cette courbe peut servir bi definir aussi bien ii comme function impli- 

cite de x, que x comme fonction implicite de n. Celle-lJi 

existera (a partir des points pour lesquels Ju ~ 0) lant que /x' 0 

et, par consequent^ en donnant a u une suite de valeurs prolongeant 
les valeurs prdeddentes, on ddduira cette fois pour x une suite de 
valeurs determinant un nouvel arc de courbe. 

Dans le cas de deux variables inddpendantes, on pourra 

prolonger I’dldment de surface J[x^ y, u) = 0 k plusieurs reprises et 
cela dans les deux sens. 11 est possible d’ailleurs que, par ces pro- 
longement successifs, on puisse revenir aux valeurs de ddpart Xq, 
avec une autre valeur pour u et cela, meme sans que Ton ait traverse 
le contour apparent de la surface : tel est le cas de la surface de vis 
a filet carrd. 

Calcul des ddrivdes partielles. — Pour calculer la derivee partielle 

a 

par rapport ii x, pour des valeurs determin^cs de x, y. il faut 

donner h x seulement un accroissement \x : a prendra un accrois- 
sement A« tel que J{x + Ax, y, h + Ait) = 0 et on cherchera, si elle 

Au 

existe, la limite du rapport Or en appliquant le thd'oreme 

des accroissements finis 

/(x -h Ax, y, u + Au) = Ax/lX?- y, « + Au) -+- Ah/„'(x, y, u,) = 0 , 

^ dtant un nombre compris entre x, et x -j- Ax, u^, entre u et « + Ait. 
On en d^duit 

All _ _ //($, y, u + Au) 

Ax fu'{ 3 :,'y, u,) 

Carrus. — Cours de Calcul difTerentiel et inlt^gral. 
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Or lorsque tend vers z&ro, Au tend 6galement vers z^ro puisque 
0> 

la fonction est continue. Puisque les d^riv^es partielles sont 

f ^itc y ii\ 

continues, le rapport du deuxifeme membre tend vers — j nr" ’ ' A 5 

u admet done bien une d^rivee partielle par rapport & a? et cette 
d^riv^e partielle est 


n; = 


r, w) ’ 


de m6me it ^ — /p (^» J» “). 

demfemc a, _ 


On aurait pu arriver plus rapidement ^ ce resultat si I’on avait 
admis Texistence des d^riv^es partielles. En elFel, supposons que 

p 

dans /(i/;, y, a) = 0 on remplace a par ses valeurs en x, y; le 

premier membre f(x, y, a) deviendra identiquement nul. Ses d^ri- 
vdes partielles par rapport ^ a?, y seront done identiquement nulles. 

On peut les prendre en considdranty(a5, y. a) comme une fonc¬ 
tion compos^e de x, y. On aura done 


JJ ■+• fu^J = 0 ; 

comme /'(u) ;zf 0, 

ft ft 

uj = — y-) ; de m^me uj = — y-,* 

Ju Ju 

On pourrait encore raisonner de fagon l^g^rement diff4rente : la 
fonction J{x,y^ a) (Slant identiquement nulle quand ony fait la subs¬ 
titution de a, sa ditKrentielle est ^galement identiquement nulle. 

Or, que x, y, a soient ou non variables independantes, la dilftS- 

rentielle est toujours 

= /xda; -hfydy f,lda. 

CO 

En Tannulant, on en deduit done 


du = -Udx-^dy. 

Ju Ju 

P . 

Cette 4galit(S montre que les d^riv^es partielles de a sont respec- 
tivement —— y. Ges d4riv^es existent tant que /'«;zi 0. 

Ju Ju 

Si la deriviSe (/u\ 4tait nulle, non seulement il ne serait pas 
possible de faire la demonstration telle que nous Favons faite, 
mais il ne serait pas possible de la faire de n’importe quelle manifere : 
le th(5oreme cesse en general d’etre vrai. En effet, on peut considerer 
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I’^quation /(a?, y, u) ss 0 comme repr^sentant une surface. Les points 

«J2 

pour lesquels Ju = 0 sent les points du contour apparent de 

cette surface, En g^n4ral, pour un systfeme de valeurs de a?, y corres¬ 
pondent k des points sltu4s d’un certain c6t^ de la courbe du contour 
apparent, il y aura deux ou plusieurs valeurs de u qui viendront se 

p 

confondre avec la solution Mais la fonction implicite u 

n*existera mSme j^as pour les points situ6s de Tautre c6t^ du contour 
apparent. 

Cas de plusieurs tonctions. — Si Ton a par exemple deux Equations 
de la forme 

y> «, v) = 0, fix, y, z, VL, v) = 0, 

si ces deux Equations ne sent pas rdsolues par rapport & ii, v, on dit 
qu’elles definissent deux fonctions n, v implicites, des trois variables 
inddpendantes x, y, z. Nous voulons chercher quelles conditions ces 
deux Equations d^finiront deux fonctions bien determindes, continues, 
admettant des d^riv6es parlielles par rapport k a;,y, z. 

Cette ^tude introduit un ^l^ment nouveau : Jacobien ou determi¬ 
nant fonctionnel. 


IV. — DfiTERMINANTS FONCTIONNELS 


Etant donnees n fonctions de n variables 


fl{^l9 • • • ^/i)» Jlp^\9 ^%9 • * * • • • fn{^'t» 


on appelle a Jacobien » ou <c determinant fonctionnel » le deter¬ 
minant 


J 


¥i . A 

A . 


i/n ¥». 8 /n 

^x^ dxi 8x2 


Les elements d’unc ligne sont les derivdes partielles d’une 

des fonctions par rapport aux n variables. 
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On le d^signe sous la notation 

D(a*j,ara, •.. a-n) /'i./a. • • •/« 

Ce determinant joue, dans la theorie des fonctions de plusieurs 
variables, un role analogue k celui de la ddriv^e dans les fonctions 
d^une variable. 


Premiere propri^t^. — On sait que si u est une fonction de x, si 


X est elle-meme fonction d’une autre variable X, 


on a 


du 

ax 


du dx 

31' 


De meme, si Ton a par exemple, trois fonctions /i, f^, de trois 
variables ajj, ccjt si ces trois variables sont elles-mdmes fonctions 
de trois autres variables X^, Xj, Xj, on pent consid^rer J^, Ja, J 3 . 

comme fonctions de X^, Xj, X 3 . On aura 


b(X,X^3) (Dx,Xs3-3) D(X,X2X3)' 

En effet, un element quelconque du premier determinant est 


‘V-.. = X 

0X4 dxi dX* 


¥j. 







= 3). 


Si Ton subslitue les expressions analogues dans ce determinant, 

P 

on remarque que, d’apres la regie connue de multiplication 
des determinants, le determinant obtenu est le produit des deux 
determinants qui figurent au second inembre. 

Remar(jlie. — Si Ton prenait les dilferentielles des fonctions 
/i,y ^,/3 considerees soit comme fonctions de rTg, x^ soit comme 
fonctions de Xg, Xg on aurait 

(1) rf/= .fc, + Jr, 

D’ailleurs x^t x^ ^tant elles-memes des fonctions de X^, Xg, X 3 


(.'0 dx = dX, 4 - dX, + ^^-^dx„ 

On dit que les trois formules analogues a (1) 4tablissent entre les 
trois dilf^rentielles dx et les trois dilTdrentielles dj une « substitution 
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lin^aire » dont les coefficients sont les deriv^es parlielles des fonc- 
tionsy. De mSme, les trois formules (2) ou les trois formules (3) 
4tablissenl des substitutions lin4aires enlre les dX et les d/, entre 
les dX et les dx. * 

Si Ton substituait les expressions (3) dans les formules (1) 

on relomberait sur la substitution (2) qui est ainsi dite le 
« produit I) des deux substitutions (1), (3). 

Le determinant Se la substitution est le determinant forme au 
moyen des coefficients de la substitution. 

(T 

La relation que nous avons 6tablie montre que le deter¬ 

minant de la substitution produit est le produit des determinants 
des deux substitutions facteurs. 

On generaliserait aisement dans le cas ou les x seraient fonctions 
des X, les X elles-memes fonctions de nourvelles variables, etc... 


Deuxieme propriete. — Considerons d abord le cas de deux 
variables 

X=/(^,7), Y==ct(.r. j); 


•elles font correspondre k un point rn de coordonnees x, y, un point 
M de coordonnees X, Y. A toute figure decrite par le point m cor¬ 
respond une figure decrite par le point M. On dit que ces relations 
definissent une transformation ponctuelle d’un plan sur un plan. 

A partir du point m, menons deux segments de droites 4 , 4 cor- 
respondant k des accroissements A^y, AgO?, Agy. On pent consi* 
derer les deux segments Lg correspondant aux accroissements 
AjX, A^Y, AgX, AgY (il faut remarquer d'ailleurs que ces segments 
ne seront pas les figures transformees des segments de droites 4 , 4)* 

On aura 


(I) AiX == Ajo: + Lj, 
et de meme 




_ 


dX 


6k^X 


dtp 




(I) 


A,X = A,x 

dX 






A.Y = ^A,r+^^ 

dx ay 


AjJ 


toutes les d6rivees 4tant prises au point x, y, en n^gligeant des 
infiniment pelits d'ordre sup6rieur. 

Considerons le determinant 


A,X. A,Y 
A,X, AaY 


A = 
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p.T 

En y substituant les valeurs (I), 
produit du determinant 


AiX 
A»jj, Ajj' 


on trouve qu’il ast le 


par le determinant fonctionnel J forme au moyen des derivees 
partielles (en vertu de la r^gle de multiplication des determinants). 
On a done 



a 


Cette egalite n est qu’approchee puisque nous avons neglige des 
infiniment petits d’ordre superieur en Aa:, Ay, mais si nous faisons 
tendre les segments vers zero, elle deviendra, ii la limite, rigoureu- 
sement exacte. 

d 

Or, a represente Taire du paralieiogramme construit sur les 

deux segments 4,4, cette aire etant, comme on le sail, affectee 

d'un signe : elle est positive si, pour amener le segment 4 sur 4^ 
on tourne dans le sens de ox vers oy. Dans tons les cas on a 

a — 44 «n (44). 


De mSme Arepr6sente, en grandeur et en signe, Taire du paralle- 
logramme construit sur Lj, Lj. 

U) 

On en conclut: 

Les deux aires sont de mfime sens ou de sens contraires suivant 
que le Jacobien est positif ou n^gatif. 

2® Si Ton suppose que nous fassions tendre vers zero les accrois- 
sements 4? 4* accroissemenls L^, Lg tendront simultan^ment vera 
z4ro et, k la limite, I’^galit^ deviendra rigoureusement exacte. 

CO 

Le rapport des deux aires infiniment petites a une limite repr6- 


sentee par la valeur alg^brique du Jacobien J^’ ^ au point x, y. 

Consid^rons maintenant un point a et une petite courbe ferm^e c 
quelconque entcnirant ce pointy le point correspondant A et la courbe 


C correspondante. Inscrivons dans c un polygone quel¬ 
conque mimjmg . et dans C le polygone correspondant 

? 

MjM,. 


Si nous consid^rons les deux triangles recti- 





DEHIVEES, DIFFl^RENTIELLES DBS FONCTIONS d’uNE VARIABLE 55 


lignes am-^m^ et AM^Mg, le rapport de leurs aires a pour limite le 

p 

determinant fonctionnel au point a, Comme cetle limite est 

(O 

la Illume quels que soient les triangles considerds, il en sera 

de memo du rapport des aires des polygones inscrils et par conse¬ 
quent aussi, & la limite, du rapport des aires delimitees par c, C. 

fitantdonnee une courbe G fermeedelimitant une region R, nous 
delinirons un sen^ de parcours positif 
sur C de la fa 90 Q suivante: En un point 
M de C nous pouvons definir la demi- 
normale dirigde vers la region dite 
interieure R. Menons alors la demi- 
tangente MT, telle que Tangle dont il 
faut faire tourner MT dans le sens 
de ox vers oy pour Tamener sur MN, 

soitde nous dirons que cette demi- 
tangente est la tangente positive et 

nous appellerons sens positif le sens de parcours correspondent 

sur C. 

(.0 

Etant donnees les deux aires inliniment petites correspon- 
dantes a, A les deux contours de ces aires seront parcourus dans le 
m^me sens ou dans des sens contraires suivant que le determinant 
est positif ou n^gatif. 




Fig. 2. 


Remarque. — Supposons que le determinant fonctionnel s’aiinule 
le long d’une certaine courbe /et change de signe. Considerons une 
petite aire a renfermant un element de cette courbe, (fig, 3). Get 


element partage Taire en deux parties : nour laquelle le determinant 
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est positif et Og pour laquelle ce determinant est negatif. Quand le 

(j 

point m parcourra le contour de ^2 dans le sens direct, le 

point M decrira un contour MjlM 2 Si entourant dans le sens 

direct. Quand le point m ddcrira le contour dans le 

sens direct, le point M decrira le contour de A 2 s'appuyant sur M^, Mj 
et dans le sens inverse (puisque le Jacobien est negatif). Ges deux 

p 

aires Ai, Ag situees par rapport a Mg du m 6 me cote ont 

done necessairement une partie commune. Done a un point m soil 
de soit de ne correspondra bien qu’un seul point M soit de A^ 

P 

soit de Ag, mais un point M de la partie commune h A^. Ag sera 

obtenu pour deux points de et Og. 

La correspondance entre rn et M ne sera done pas « biunivoque ». 
Ges considerations seront utiles plus tard (changement de va¬ 
riables dans les integrates multiples). 

Cas de trois variables. — Si Ton a trois equations 

^ =/(^i Y = p(x, y, z), Z = ^{x, y, z) 

on dit qu'elles definissent une transformation ponctuelle del’espace. 

Si Ton se donne trois elements de droites 4 , 4 , 4 corres- 
pondant aux accroissements 

AiX, Aij, AiZ, AaX, AiZ:, A3J, AyC, 

on peut considerer simultanement les elements de droites L^, Lg, Lg 
correspondant aux accroissements 

AiX, AjY, A2Z, AsX, •••, A3X, 

On aura des expressions analogues a 

AiX = ^ AiX -f- ^ A|j -+- — Ajz 
Dx * by bz ‘ 

dans lesquelles les derivees sont prises au point a;, j, z si Ton 
neglige des infiniment petils d’ordre superieur en AiX... 

a . <j 

D’aprfes la regie de multiplication des determinants, on aura 


A,X 

A.Y 

AiZ 


AiX 

Ai 7 



?/ 

bx 

if 

if 

bz 

A,X 

A*Y 

A.,Z 

= 

A 2 X 


Ajz 

X 

bx 

b(p 

bf 

bZ 

A,X 

A,Y 

A 3 Z 


A 3 X 


Asz 


b^ 

\ bx 

di}/ 

dy 

b^ 

bz 



DJ&RIYEES, DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS d’uNE VARIABLE 57 


Or le premier determinant repr^sente en grandeur et en 

signe le volume V d*un paralielipipede construit sur les trois eie- 

ments L^, Lg, L 3 (ce volume etait compte positivement si les 

trois elements L 2 , L 3 forment un triedre de mSme sens que celui 
des axes de coordonnees X, Y, Z) ; de m^me le deuxieme est egal 
au volume v construit sur les trois elements 4 , 4* 

a \ 

En passant h la limite on aura rigoureusement 
J = liin —. 

V 

w 

Le rapport des volumes desparallelipipedesinfiniment petits 
X)orrespondants est egal en grandeur et en signe au Jacobien des 
functions /, (p, pour le point x, y, z. 

11 en sera de meme de la limite du rapport de deux volumes 
infiniment petits correspondants quelconques. 

3^ Transformation du determinant fonctionnel. — Prenons le cas 
general et supposons que Ton ait n fonctions de n variables 

On peut former le determinant fonctionnel 

D(«i, ••• ii„ ) 

D(^Xi, a[’2f • • • Xjfi^ 

L’une au moins des fonctions f dependra de Tune au moins des a?. 

Supposons par exemj)le que fi dependc de x^. On aura 0. On 

en deduit» que de Tequation 

“l ^2, ••• ^n) = 0 

on peut tirer comme function implicile de ii, X 2 , • • • Xn. Si 
nous substituons cette valeur dans les autres equations, elles se 
mettront sous la forme. 

Mi = F2 (Mi, ^1. a-a, • • * ^n) 

M 3 = F3(mi. 0-2, • • • a:„) 


Ln — X2i • * • 

II y aura au moins une des fonctions F qui dependra de Tune 
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d 

des X, sinon a 2 , us, • • • iin seraient fonctions dc 11 y aurait 

71 — 1 relations entre les «, ce que nous ne supposons pas. 

On peut supposer par exemple que Fg depende de X 2 \ on aura 


dFa 



De l iquation correspondante 


«2 — F2(«i» ^**2, • * • a*„) = 0 


on pourra done ddduire j's en fonction de ui, U 2 , cca, • • • £Cn et substi- 
tuer cette valeur dans les autres Equations. 

On voit qu’en continuant ainsi, on mettra les Equations 
sous la forme 

Ml =/l(^l» 

= F2(mi, ir2, •••ain) 

M 3 == (p3(M4, U.2. ir3. . • • Xn) 


ou par une notation plus sym^trique 


Ml = e,(a?i, Xi, • • • a?n) 

M 2 = • • • Xn) 

«3 = 03(Mi, II 2 , X 3 , - --flCn) 

Mfi = 0ii(ai. «2, • • • Mn-ia?n)- 

On a suppose que Ton n'a jamais 6te arrele avant la derniere op6* 
ration, e’est-i-dire qu*6 un moment quelconque, Tune des Equations 
restantes dependaitde Tune des variables x restanles. Sinon, si Ton 

r 

est arrdt^ aprfes K operations, on en conclurait qu’il exisle 

n — k relations entre les fonctions ui, U 2 , • • • Un ce que Ton ne sup- 
pose pas, pour le moment. 

Une derni^re operation consisterait k lirer Xn en fonction de 
wi, U 2 , • • • Un, ce que nous ne ferons pas. Si on ne le pouvait pas, 
e’est que Un serait fonction de ui, iif, • • • Un-i. 

On peut alors mettre le determinant J sous une forme remar- 
quable : 

La dernifere relation peut fitre consideree comme definissant Un 

a 

comme fonction composee de ai, a? 2 , • • • Xn^ Substituons la 




D^RIV^ES, OIFFiRENTIELLES DBS FONCTIONS d’dNE VARIABLE 50 


fonctiou $n k la fonctioD fn dans la demise ligne de J sans changer aux 
autres lignes. Un ^I4ment de cette ligne sera 


??'* . - 4 . ^ V 

dUi * dX, bUi dX, 


a0„ du„-i 




ax, 


ax(‘ 


Le dernier terme n’exislera que si i = n. 

p TC 

Le nouveau determinant peul done se simplifier 
les multiplicat^urs 

^ . aOn 

aui * aa*’ " da„_, 


puisque 


sont les m4mes quel que soit I’indice i. 11 sufiit de multiplier 

les elements des n — 1 premieres lignes respectivement par 

aui ’ dUi'’ aa,i_i 

et de les retrancher de la derniere ligne. Les elements de cette der¬ 
nier e ligne se reduisent e 

d0„ 


0 , 0 , 0 ,... 


dx« 


d0„ 


Le determinant se reduira done e ~ x Ji, designanl le 

determinant fonctionnel des n — 1 fonctions ui. m, - > - Un-i par 
rapport e sci, xt, • • • Xn-i considerees comme seules variables inde- 
pendantes. 

8i,a 

On peut raisonner sur comme on a raisonne sur J en 
substituant la fonction dn-i e la fonction /n-i, u«i-i etant alors con- 
sideree comme fonction composee des x par I’intermediaire de hi, 
u*, • • • Un-t- On aura 

I _ 1 

J, _ —— jj. 

oa n-i 

Jj etant le determinant fonctionnel des fi, ft, •• • fn-t par rapport 
aux n — 2 seules variables xi, xt, • • • xn-t et par suite 




U> 


En continuant de proche en proche, on voit que Ton mettra J 
sous la forme 


J = 


aOit aQi 
ax2 * axi 


aOi aOj 
bXi dX2 * 


dXjg 


dX „, 

Le determinant fonctionnel sera done reduit k la forme monfime. 
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Application. — Considerons les relations qui lient les coordonn^es 
cartdsiennes aux coordonn^es polaires 

a; = r cos 0, y — r sin 0. 

On pent les ecrire 

X = r cos 0, y = a: Ig 0 ; 


done 


J * = COS 0 X •-t: =-== r. 

cos* 0 cos 0 


De m4me dans Tespace 

x == r sin 0 cos <p, == sin0 sin (p, z r cos 0. 

En faisant jouer a r, 0, (p le r61e de x^, on pent les dcrire 

• oc 

rr = r sinO cosep, r = • ctgO, j = a? Igcp. 

On aura alors 

D(ar, y) • A ^ — 1 ^ 9 • A 

Tu \ cos<p X - X X —^ -2~“== — 

L)(r, 0, (p) ^ COSO sin*0 cos^cp 8in0cos*cp 

Or si Ton permute deux fonctions ou deux variables, on cliange 
dvidemment Ic signe du determinant fonclionnel. Done 

— ^2 8in0 

D(r,0,T)” 


Indipendance d’un systime de fonctions. — La forme monome 
obtenue pour le determinant fonclionnel permet de dernontrer le 
theoreme fondamental suivant : 

TiifiORi^ME. — St le iUlerminani dUm syslhne de Jonclions esl identic 
qaemenl ml, il existe enlre ces fonctions me ou plusieurs relations, idea- 
tiques, indipendantes des variables et rdciproquement. Si tons les mineurs 
du premier ordre sont nuls, un mineur du deaxieme ordre Hunt dijffdrent 
de zdrOt il existe deux relations^ etc. 

Tout d'abord s’il existe une relation, le determinant est certaine- 

TT, a 

ment nul. En effet on pourra resoudre cette relation par 

rapport k Tune des variables j par exemple on aura 

«n = ^(M|» • • • Mn-l)- 
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a 

On pent prendre les d^riv6es partielles de Un par rapport 
aux X en la consid4rant conime fonction composee des xparTinter- 
m^diaire de «i, U 2 , • • • Wn-i. On aura 


bUn _ bill ^ dX bU2 

dXi d«i bX^ bUi br^ 



bX, 


On voil que les c^l^ments de la dernidre ligne du determi¬ 
nant se d^duisent des elements correspondants des autres lignes par 
multiplication par les facteurs 


b\ b\ bk 

bill bU^ bllfi _j 

0> 

Ce determinant est done nul. 

RecommeiKjons I’operation que nous avons faite pour rainener le 
determinant h la forme mon6me. Si le determinant est nul, ou bien 
Ton a pu conduire les calculs jusqu’au bout, ou bien Ton a ete arr^te 
au bout de k operations. Dans le premier cas 

P 

d0| _ I 

bXi* bXi* bx^^_i 

bO W 

sont diirerents de zero, mais, J etant nul, on a 0. Cette der- 

bXff 

niere relation montre que Un est fonction seulement de m, ua, • • • tin-i. 

Dans le deuxieme cas, supposons par exemple que nous soyons 
arrete apres trois operations, e’est-a-^dire qu’apr^s avoir tire jc^ en 
fonction de ui, xa, • • • Xn puis xz en fonction de izi, Ma, X 3 , • • • Xn 
puis xs en fonction de in, uz, m, X 4 , • • • Xn, le resultat de la substi¬ 
tution dans les autres functions M 4 , ms, • * • Un soil independant de 
toutes les autres variables X 4 , xs, • • • Xn. 

0 

Nous mettrons done le systeme sous la forme 


«i = 0 ,(xi, Xj, • • • x„) = Od/ii, 112 , ug) 

= 0^(hi, X 2 , X 3 , • . . Xn) = 05 (u,, «2. Ua) 

«3 = 08(Mi. M2, 3^4, •• • Xn) . ”2, 

0 

ii4, U5, • • • Un sont done functions seulement de ui, ua, as. II 
existe done n — 3 relations entre ces functions. 

D'aulre part, pour calculer J, nous pouvons supposer que 
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ii 4 , « 5 , • • • Un sent fonctions composdes de a?i, xtt • • • Xn par Tinter- 

Si 

m^diaire de Uj, Ug, u^. Done si A; > 3 

mje _ 

dXi dUi dXi d«3 dXi d«3 dXf' 

, . . , T P 

Si nous substituons ces expressions dans J, on voit que 

les ^l^ments de la ligne sent des combinaisons lin^aires des 

trois premieres lignes avec lea multiplicateurs 

dOjt dO;t 

dUi* dUj* dU3* 

d, 0) 

Tons les mineurs de J ayant plus de quatre lignes et quatre 
colonnes c*est-k-dire tous les mineurs d’ordre moindre que n — 4 

sont done certainement nuls. 

0) 

En r^sum^j si on est arrete apres k operations il existe 

n — k relations et tous les mineurs d'ordre inferieur k n — k sont 
nuls. II existe au moins un mineur d’ordre n — k ditferent de zero 

par example obtenu en consid<5rant Ui, u^y ^ comme 

fonctions des seules variables x^t Xg, 

En elTet les a ^tant consid6rees comme seulemcnt fonctions de 
cci, ccj, en operant pour la mise du determinant sous forme 
mondme comme nous Tavons fait dans le cas general et consid^rant 
xi, X 5 , • • • Xm comme des parametres on verrait que 

D(cCj, Xi, X>)) dXi dXj dXs* 

Ce mineur est done bien ditferent de z4ro. 

R^ciproqueinent, si tous les mineurs d^ordre n — k sont 

nuls, le Jacobien est nul. II existe au moins une relation. 

TT 

II ne pent pas exister plus de n — k relations, soil au 
moins n — k i, car alors tous les mineurs d’ordre n — /c + 1 
seraient nuls. 

II ne peut pas exister moins de/i — k relations, soit n — k — 1 

‘IT 

au plus, car alors, un mineur d’ordre n — k — i serait dif¬ 

ferent de z6ro, 

Le thdor^me est done compl^tement d^montr^. 
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Applioatioa. — Supposons que, sans connaitre la definition, ni la 
propriety fondamentale des logarilhmes, on definisse une fonction 

1 

l{x) qui se reduise ^ z^ro pour x= I, et dont la derivee soit ^ (ce 
qu’on reconnaitra plus tard etre possible). 

Considerons les deux fonctions 

• « == -H l{y), V = x-y. 

8 X 

On a 

D(u, v) _ 

1^(3’. j) “ 

d 

D’apr^s le th4oreme precedent, on en deduit que u, v sont 

fonction Tune de I’autre 

l{x) -+- l(j) =f{x X y). 

a 

Pour determiner la forme de la fonction J, prenons y = 1. 

On aura 

l{x) =/(ar). 

Et puisque x est une valeur quelconque, on voit que la fonction f 
se confond avec la fonction L On a done 

l(x) l(y) — lix-y). 

P . . 

On reconnait la propriete fondamentale des logarithmes. 

Calcul du Jacobien dans le cas des fonctions implicites. — Suppo¬ 
sons que, ayant n equations de la forme 

“ 2 . • • • Xi, 3 ^ 2 . •• • Xp) = 0 
<p2 =0 

fn(«lf «2, • • • «»• 3^1. 3’2, • • • Xp) = 0 

nous ayons demontre, sous certaines conditions, I’existence des 
fonctions ui, u«, • • • u* des p variables xi, xs, • • • Xp (satisfaisant & 
ces equations) et de leurs derivees partielles, ce qui exige que 

D ^0. 

Calculous le determinant 


1 1 
X y 
y X 


= 0 . 


«li O21 ••• 


(P > «). 
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en consid^rant n des variables xi, 0 : 2 , • • • Xp, les autres 6tant 
trait^es comme des parametres. 

a 

En d^rivant la fonction compos^e, idenliquement nulle, 
par rapport & Xk on obiient 

’ ^Xjt bU2 dXfi blln ’ bX/^ 

On en ddduit done 

bXfi JJbUi * bXit' 

a, V 

Si Ton formait le determinant j) n , en y substi- 

dC5 P 

luant les expressions ci-dessus des - * * , on constate que le 

determinant obtenu est visiblement, au signe pres, le produit de 
deux determinants 


U) 


U(,U2, - Un 


On a done 


?l. ?2, • • • ?« ?1. r2i • • * «1, U2, • • • «« ’ 

Ce que Ton peut ecrire encore sous une forme abregee 


(— 1)" D 


(-!)■ 


D'f_D 9 

Da; D« 


X 


D« 

Dx’ 


On en deduit le determinant 

ttj, M.j* • • • 

En particulier, si on considere le systeme de fonctions definies 
par les equations 


=/l(“l' "2- • 


1 

11 

0 

<P2 Hi, ■ 

• • »n) 

1 

1! 

0 

?n • 

•■an) 

1 

II 

0 


on dit que ces equations definissent les fonctions u inverses de 
S 

Xu 5 : 2 , •• • Xn. On aura 

= si i:pik. 

bXi bXji ^ 
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Done en appliquant la forcnule ci-dessus 


1 = 


X D"*'"^** 


ou 


Da; ^ D« . 


Les deux Jacobiens relatifs a des fonctions inverses sont 
done inverses Tun de Tautre. 


Application.\— Soient Jes equations 

r sin 6 cos <p a;, r sin 0 sin cp = y, r cos 0 = 2 . 

Elies sont verifi4es avec les valeurs .r = 1, y = 0, z == 0, pour 

r = 1, <p = 0. 

p 0 cp 

Le determinant fonctionnel D J ^ ; === sin 0 se r^duit a 1 pour ces 

valeurs. II existe done des fonctions r, S, (p, qui se r^duisent k Id 
pour a; = I, y == 0, z = 0. 

Pour ces fonctions on aura 


Or, 

Mais on a 


D X D ’ ’ = 1. 

^ 0, f A 2 


= r* sin 0, 

xyz 


r = \/x^ -h f’ sbi 0 = \/x^ y* 


Done 


lyC, A ‘ 

r, 9 , ?p ~ sin 0 


V^ar^ -f- y* \/x^ -+- H- 

G’esl le resultat que Ton aurait obtenu peniblemenl en r^solvant 
les equations par rapport ^ r, S, y. 


Hessien d une fonction. — Soit une fonction /{xi, X 2 y • • • xn). On 

•t' 

appelle « Hessien » de la fonction, le Jacobien forrn^ au 

moyen de ses d6riv4es partielles du premier ordre 

d(^, 5/\ 

H = 

D(Xi, X2t • * • Xfi) 

Carr US. — Cours de Calcul diff^rentiel et integral. 5 
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Prenons par exemple uue fonction de trois variables/l[x, y, le 
Hessien sera 



Supposons qu’on effectue sur x, y, z une substitution lin6aire de 
la forme 

ac =.-= aiX 6iY -h c^Z, y = a2X - 4 - b^Y -h 02/* z = asX 4- b^Y 4- C3Z. 

La fonction /'(a?, y, z) deviendra 

F(XYZ)=/(atX 4- 4-c»Z, ...). 


Galculons le Hessien de F 


p./<)F dF <^F\ 
rl = — 


J. :) 

Or nous pouvons ecrire identiquement 


HID „ K-) „ D< 


D’ailleurs 


ir = - 

D 


dF 

d\ 

dF 

dY 


dF »/■ 

dZ dX 


- X nr- 


_ 

WV^ i)(X)' 


\^Xl 

dX 

=». + 






Le premier determinant est done 


D’autre part ^ = 


ai 02 03 

61 62 ^3 

C( Co C 3 


«1 

6. 

Cl 

0,2 

6. 

C2 

aa 

<>3 

C3 


On a done finalement 


Oi 


Cl 

«2 

62 

Co 



C 3 
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Si la substitution est orthogonale, le determinant est egal k 
lunite. Done le Hessien d’une fonction ne change pas si Ton 
efTectue une substitution orthogonale sur les variables. 


V. — EXISTENCE DES FONCTIONS IMPLICITES 

Cas de deux equations. — Ges proprietes des determinants fonc- 
tionnels etant etablies, nous pouvons alors resoudre la question 
proposee et rechercher k quelles conditions deux equations 

(1) II, v) = 0 

(2) y, z, ii, v) = 0 

definiront deux fonctions u, v de y, z. Nous prendrons ensuite le 
cas de n equations. Nous devons supposer 

1® Qu’en un certain point •'> 0 , ro. « 0 . Wo les fonctions ff 
s’annulent. 

2® Que dans un champ suflisamment petit 

\x—xj<h, ly —U — 1« —\« — Vo\<h 

toutes les deriv6es partielles sont continues. 

;i® Nous supposerons de plus que, au point Xq, Jq, Zq, Uq. Uq 1® 

Jacobien Dest different de zero. 

/9 

fi.4' 

Nous allons d4montrer qu’on pourra alors determiner deux 
fonctions «, v de x, y, z qui satisfont identiquement aux equations 
f = 0,^ = 0, qui se reduisent h «q, pour Xq, y^^, Zq et qui admettent 
des derivees partielles par rapport k x, y,z. 

d 

En elFet Jo etant ditferent de zero, Tune au moins des 

quatre derivees 

[Ju)o> (/»)»> (?« ^0> (?l>0o 

a.p 

est differente de zero. Soit (/«')o- 0” ®sl viol's ramen6 au cas 

d’uneseulefonctionimplicite: lapremi6reequation/(«, y,z,u,v) = 0 
permet de definir a comrae fonction implicite des quatre variables 
X, y, z, V, continue et se reduisant a Ug pour Xg, yg, Zg, Vg. Soit 


« = y, 2 i v) 
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cette fonctioii ainsi deterinin^e. Elle admet des d^rivees partielles 

^>1 

par rapport a a;, y, 2 , v. Si nous la substituons dans la 

deuxi^me ecjuation, on obtiendra 

y, y* 2, v), v) = 0 

Equation de la forme F(x, y, z, v) == o ne renfermant plus que x, y, 

3 . 1 ;. II suffit de monlrer que cette Equation permet de d6ter- 

ininer u comme fonction implicite de x, y, 2 . 

1^ On a 

F(^q» yo» ^0* ^ 0 ) ?(^0» yof ^(^0» ^0* ^o> *^o)» *^o) ^ 

puisque X(./:, y, 2 , ?;) se r4duit k Uq pour x^, y^, Zq, Vq. 

2® La fonction F admet bien des derivees partielles par rapport k 

7 C 

Xf y, 2 , V puisque on peut la considerer comme fonction 

composee de OJ, y, 2 , v par Tinterm^diaire de X(x, y, 2 , v) et que la 
fonction X admet elle-m4me des ddrivdes partielles. 

II reste a ddmontrer que la deriv^e partielle F'® est dilferente 
de zdro au point Xq, y^, Zq, Vq. Or d’apres le tlieorfeme de derivation 
des fonctions composees 

^ 

1 

\lais la deriv^e X'v ~ n'v de la fonction X d<^tinie par (1) est 

don nee par 

/ M 

dans la({uelle il faut supposer u reniplac(5e en ionction de x, y, 2 , v. 
On a done 

p' _” - 'P «./_ "L 

”7. '““A’ 

(O 

Or, pour les valeurs Xq, 2 o, Oq, ii se reduit a et par suite 

J = Jq ; Jo etant suppose different de z^ro, on a bien (F'v)^ ;zf 0. 

(0 

L’^quation F(x, y, 2 , v) = 0 permet done de definir v comme 
fonction continue de x, y, 2 admettant des derivees partielles et se 
reduisant a Vq pour x^, y^, Zq, Soit 


f = 4/(x, y, z). 
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Si on la substitue dans I'expression de u, on aura a son tour u en 
f jnction de y, z. 

Pour x'q, Jq, Zq, comme v se reduit a u se r^duit k u^: u admet- 
tant des d6riv6es partielles par rapport a Xj y, z, v ei v admettant 

des d^riv^es partielles par rapport k x , y, z, il en r^sulte que a 

(0 

admettra des derivees partielles par rapport & a?, y, z. 11 existe 

done bien de^ fonctions u, v satisfaisant aux deux equations, se 
reduisant k Uq, Vq pour Xq. y^, Zq et admettant des derivdes partielles 
par rapport a x, y, z. 

Pour calculer les derivees partielles par rapport k x par exemple 
il suffit de d^river par rapport a x les deux fonctions com- 

posees 

/(x, y, r, u, if), y, 2, u, v) 

qui restent identiquement nulles lorsqu'on y substitue les fonctions 
a, V. On a ainsi 


I* j X — 9 , 


4 " — 0 . 


Elies permettront de d^duire a'x, v'z tant que le Jacobien 

sera dilKrentde zero. Or ce determinant n est pas nul au point 

^ 0 * vertu de la continuite, il ne sera pas nul dans un champ 
suffisamment petit entourant ce point 

On trouvera de meine les derivees partielles par rapport a y ou z. 
Ces derivees partielles ont pour expression 


bU 

b.r 


Dy 

A 9 


__ f9, 




D 


a,»» 

A 9 


On constate que toutes ces derivees ont meme denominateur, 


et que, pour obtenir le numerateur de 


bU 
bx ' 


^2 


on remplace, dans 


ce denominateur, les derivees de f, (p par rapport k a, par les derivees 


par rapport k x. De m^me pour les’autres derivees : pour ^ par 

exemple il faudra remplacer les derivees par rapport a r par les 
derivees par rapport k y. 


Cas de n equations. — Le theorfeme d’existence est etabli pour le 
cas de une ou de deux fonctions detinies par une ou deux equations 
respectivement, dans le cas ou le Jacobien est dilferent de zero. 
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av 

Pour le cas de n fonciions, il est naturel de proc^der par 

recurrence. En supposant le theoreme d’existence des fonctions et 
des deriv6es, demontre pourle cas de n — \ equations, ledemontrer 
pour n equations. 

Nous supposerons en particulier que les ddrivees partielles sont 
donn^es par les formules 


dUi _ 

D“" 

«2» • • 

• «i-l» 

_ ¥’1' 

. ?•>, • 

• • 9n-l 

dX/, 

0“" 

. «2f • * 

• ««-i 


9i 

» ?2, • 

* • ?rt-i 


Comme dans le cas de deux equations, 


ces derivees out 


meme denominateur j) “*» “s* • • • «n-i pour la derivee — , le numera- 

'Plf ?2» ?n-i * 

X 

teur se deduit de ce denominateur en remplagant les derivees 

des (p par rapport k in par les derivees des fp par rapport k xu. 
Soient alors n equations 


• • • ««, X,, . . . Xp) = 0 
92 ( 11 ,, Uj, ••• .Tp ... ajp) = 0 

^1* * * * ^p) 


Nous supposerons le Jacobien L> |**’”^* ;zf 0. 

L’un des mineurs au moins est done dilferent de zero. On pent 


supposer par exemple " ' ;zt 0. Des n — 1 equations cor- 

a « 

respondantes, on pourra done deduire les n — i fonc¬ 

tions ui, ua, • • • u»_i comme fonctions implicites des variables 
xi, xa, • • • Xp, Un. Soient 


«i = 4 'i(«h. * 1 . »i. ••• ^p) 

“a = *1. • • • *j.) 

**n— 1 "Vn— i(**nt ' ' ' ^;))- 

<5 

Si nous substiluions ces expressions dans les n — 1 equa¬ 
tions, elles seraient identiquement satisfaites. Substituons-les dans 
la derni^re; on obtiendra 


'I'a, • • • ««. aJi, • • • Xp) = 0. 

C’est une equation de la forme K(u», ici, xg, • • • xp) = 0. 
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Elle est satisfaite par les valeurs initiales Xio, Uno puisque, pour ces 
valeurs, r6duisent4 uio, um, • • • U(ii-i)o== 0. La fonc- 

tion F adiuet des d4riv4es par rapport aux rc et & Un, puisque la 
fonction (pn admettait des d4riv6es par rapport aux x et aux u et que 
^ 1 , admettent des d^riv^es par rapport aux xetk Un, 

Si,5 

L*4quation d^linira done Un comme fonction implicite de 
. dF 

xiy (I. Or, d’apres le theoreme de derivation des 

OUn 

fonctions composees 

^ ^_. ?^n_l 

iiUn * dU„ d«n * “ ' ‘ dUn 


les d6rivees —- existent d’ailleurs puisque les fonctions lu admettent 

OUn ^ j 

des derivees partielles par rapport k toutes les variations et I'on a, 
en appliquant les formules (1), 


du„ 


j^Uj, ag, ... Uh, U/..+ 1, • • • «n-i 

'fl»'fy* 9 n-i _ 

|^“l, • • • ‘^n-i 

yi,y2» ••• yn-, 


Au numerateur, les derivdes par rapport k Un remplacent les 
derivees par rapport k Uk. 


Or le numerateur de pent s’6crire par une permutation de 

colonnes, en metlant dans la derniere colonne les derivees par rap¬ 
port a Un 





••• 

?n-l 


En substituant ces expressions de ^ ^dans et chas 

OUft OUfi oUn 


sant le denominateur, on obtient 


... ^ ^ ••• ••• Un 

yii y2» • • • ?n-i diin ^ ^ yi, ^2, • * • y«-i 

-j- X 

yi* 'fa* * * ’ y/i—1 


Le second membre est le ddveloppement, par rapport aux 

^l^ments de la derni^re litrne, du determinant qui, par 

o » yi,y2. ^ 

hypothese, est different de zero. 

L’equation F(un, .x’l, • • • Xp) = 0 definit done bien une fonc- 
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tion Un des variables xi^ X 2 , • • • Xp. Elle sera continue aux environs 
du point En la substituant dans les expressions ui, • • • Un-i on 
aura toutes les fonctions a* en fonction des variables xjc- Ces func¬ 
tions satisferont h toutes les equations — I). 

„ 

Un 4tant continue et admettant des deriv^es partielles par 
rapport aux les Uh fonctions composdes de xi, • • • x>. Un admettant 
des derivees partielles par rapport aux x et Un seront elles-m^mes 
fonctions continues de xu x%^ • • • x> et admettront des derivees 
partielles par rapport a ces variables. 

L’existence de ces derivees etant demontr^e, pour avoir leur 

expression, il suffit de considerer que, si on substitue les 

expressions des a dans les Equations, elles soiit identiquement satis- 
^1 

faites. En derivant ces equations par rapport a on aura 

done encore 


?/«‘:>A . ^ 0 (k^\,2... n). 

dec, dUi dT, dUa dx, ' 


<^2 

En rosolvant ces Equations, d’apr^s la regie de Cramer, on 

en d^duit 

^ ••• Un d«/, _ _ 


Ces d^riv^es ont menie denominateur et au num^rateur 

les d^riv^es par rapport a remplacent les derivees par rapport a Uk. 

03 

C’est bien la forme, supposee vraie, pour {n 1) fonctions. 
Cette formule est done demontr^e dans le cas general. 


VI. — DfiPENDANCE DES FONCTIONS (AUTRE DEMONSTRATION) 

Nous avons recherche les conditions de d6pendance de n fonctions 
de n variables. Cer^sultat 6tantextr^mement important, nous allons 
r^tablir par une m^thode legerement dilferente, en nous appuyant 
sur le th^oreme d’existence des fonctions implicites et sans avoir a 
recourir aux propri^t^s et transformations du determinant fonc- 
tionnel. 
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Prenons par exemple quatre fonctions de quatre varial)les 
X =/(ap, y, 2 , u), Y = <p(a*, j, u), Z =. 7 , 2 , «), T = e(ar, 7 , z, u). 

On pent toujours supposer le nomhre de variables egal au nombre 

TC 

des fonctions : Si I’on n’avait que trois variables x, 7 . c on 

pourrait supposer que u aune valeur constante. Si Ton avail plus de 
quatre variables, le raisonnement porterait sur quatre quelconques 
des variables. 


Th 6 or^:me. — La condition necessaire esf salfisanle pour que les 
fonctions soienl d^pendantes, cesi-d-dire pour quit exists une relation de 
la forme F(X, Y, Z, U) = (I qui soil salisfaiie qiiclles que soienl les 

(Si 

vateurs donnees aux variables ./•, 7 . z, u, esf que le Jacobien de 

ces quatre fonctions par rapport aux quatre variables soil nuL 

Si un mineur da premier ordre est different de z4ro, il nexiste 

quune relation. Si tons les mineurs da premier ordre sont nuts, 

un mineur da seeand ordre lUant different de z6ro^ il exisle deux rela¬ 
tions,, etc... 

Pour que les fonctions soient ind^pendantes, il est done necessaire 
que le nombre de variables independantes soil au moins egal au 
nombre des fonctions. 

1® La condition est necessaire. Si, en ellet, il existe une 

Qt 

relation F(X, Y, Z, U)=0, en la dcrivant par rapport a 

X*, y, z, «, on obLient 


K'x + K'y -r PV. I F't ' = (' 

dx <>.r hx 

F'x ^ ^ F'v -f ... 

F'x ^ I- F'y^^ -h • •• =0 

dZ dZ 

F'X §-4-F'y^ t- ••• =0. 

ot at 


On peut considerer ces quatre Equations comme lin^aires et 
homog^nes en F'x, F'y, F'z, F't. Ces quatre inconnues ne peuvent 
6 tre nulles simultan^ment, identiquement, puisque la fonction 
F(X, Y, Z, U) depend au moins de Tune des fonctions X, Y, Z, U. 
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(0 

Le determinant de ces inconnues doit fitre nul. Or ce determi¬ 
nant est precisement le Jacobien 

X, Y,Z,U‘ 

2° La condition est suffisante. Nous allons nous placer dans le cas 
general en supposant ce Jacobien nul ainsi que tous ses mineurs du 
premier ordre, un mineur du deuxieme ordre etant ditFerent de zero 

Supposons par exemple 0^‘y ^ 

Puisque Ton veut rechercher des relations entre X, Y, Z, U, 

il est nature! d’eiiminer les variables y, Zy u entre les 
relations (1). A cet eiFet, comme le determinant D^’^^est dilFerentde 

zero, on peut tirer .x, y des deux premieres equations en 

fonction de X, Y, Zy n, et substituer ces valeurs dans les deux 
dernieres ; on obtiendra 


z == nx, Y,«), 

Nous allons montrer 


U = «(X, Z. a). 




que Zy IT sont independants de Zy a. 

? 

II suffit pour cela de montrer que leur dilFerentielle peut se 

mettre sous la forme 


dZ = MdX NdY, dU = M.dX f N,dY. 

^ I» ® I 

Nous soinmes done amenes a exprimer les dilFerenlielles 

en fonction, de dX, dY et peut etre de dZ, dlJ. A cet elTet il 

est necessaire de dilFerentier les equations (1) 

(1) dX = f,!dx H- fj/dy -t- fJdz -4- /^^dn 

(2) dY “ ^Jdx 4- ^ydy -f- cp.'d2 f- cp^'du 

(3) dZ = ^Jdx -h ^ydy -f- ^s'dz 4- ^Jda 

(4) dU = -h . • • • 4- 6j/dw. 

Nous allons eliminer d./;, dy. Nous pouvons les tirer des 
deux premieres et les substituer dans la troisieme et la quatrieme. 
Cela revient a eliminer dx*, dy entre les equations (1), (2), (3) ou 
(1), (2), (4). Dans le premier cas le resultat s’ecrit 

./; /*; JJdz 4 fjdn ^ dX 

9idz 4- ©u'da — dY 
'K' ’^z'dz 4- — dZ 


= 0. 
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Le dc^lerminant se decompose en trois. Dans le premier, 
apr^s avoir mis dz en facteur, il reste 

/; fy 
9y 

4^/ 4^; 


Ce determinant est nul, puisque c’est un mineur du premier 

ordre du Jacobien. De m^me, le coefficient de da est nul. II reste done 
simplement 

\/J // dX 
<fj y,' dY|=0. 
dz 


Et comme D 


la forme 


a?, V 

X, Y 


zi 0, cette Equation peut bien se mettre sous 
dZ = MdX + MY. 


De mSme, en eliminant dx, dy entre (1), (2), (4), on obtiendrait 
dlJ = M,dX ^ NjdY. 

(O 

Z, U sont done bien fonctions de X, Y seulement. 

TC 

D'ailleurs, il ne peut pas exister de relation entre X, Y car 

en les consderant comme fonctions de x, y seulement, leur Jacobien 
n est pas nul. 

La demonstration prouve de plus que les relations de dependance 

P 

peuvent etre resolues par rapport aux fonctions dont les 
derivees ne figurent pas dans le mineur diif^rent de zero. 


VII. - DfiRIVfiES ET DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPfiRIEUR 

Fonctions d’une variable. — Si la fonction y = J(x) admet une 
derivee, cette deriv^e sera en general une nouvelle fonction de x qui 
pourra a son tour admettre une derivee. Elle est dite derivee seconde 
de J{x) et se designe par la notation f{x)» 

En continuant ainsi successivement on introduira la derivee d'ordre 
n de la fonction, que Ton designe par J^{x). 
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Diff^rentielle seconde. — Chan^eons l^g^rement de notation. Si 
Ton dcnne un accroissemenl h ./*, y prendra un accroissement 

Si dans nous donnons a x un nouvel accroissement /ig, 

AhJ prendra un accroissement que nous designerons par 

WyK,h,y- 

/{x -H A, -f- hi) —J{x -t- hi) — [j(x -h h^) — (/x)J. 

p 

On remarque que le second membre ne change pas si Ton 
permute h^. Par suite 

Kih,y = 

On peut done intervertir I'ordrede deux accroisseinents. Dememe, 
si dans ce nouvel accroissement nous donnons a x un autre accrois- 
sement A 3 , y prendra un nouvel accroissement que nous dt^si- 

gnons par A^^ Si c\ Taccroissement on donnait 

successivement les accroisseinents A 3 et Ag ou Ag et Ag, les resultats 
seraient les m4mes. Done 

Rn continuant ainsi de proche en proche, on peut d 6 finir 
I’accroissement du ordre de y que Ton designe par 

Comme on pent intervertir deux accroisseinents successifs, 

(O 

on voit que Ton peut intervertir d’une manifere quelconque les 
accroissements A^/ig • • • An; le resullat n*esl pas change. 

Introduisons les derivees successives de la function y. 

Pour raccroissement A^ on a d’abord 

=/<^ ^*0 —/(^)* 

Posons 

9(^) =/(^ ^i) —/(®)- 

D oil - 

Ai) —f\x) = hxS\x 4- OiA,)» 0 < < 1 . 

On a alors 

== h) — = h^^\x 4- O 2 A,). 


(I<02 <1. 
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Par suite 

A*/i2^iy h^h^f^{x -f“ Oj/ii ■+“ 

(Le $1 n’est pas le mSme que celui qui figure dans la valeur pre- 

ceJente). D^montrons que Ton a en general 

\ 

, /= h,h^ • • • - ^n+xhn^lY 

h^ho • • • K+i 

Nous supposerons cette formiile 6tablie pour n et d^montre- 
rons qu’elle est alors vraie pour n + 1. 

8 

Posons 

-X*) =/(* + h„+^)—f(x). 

On aura 

A"+'/= AH. 

OL 

Et puisque la forniule est 6lablie pour n 

= h\h-i • • * • • • -f- ^n^n)» 

Or on a 

^ Jn(^x -h /<n+l) —/*(^) = ^n-\ 1/” 

(0 

On a done bien 

A»+‘/■ = A"4' = /lift* • • • * '(® ■*" + • • • + ^nK -t- 9n+l^n+l)* 

La relation est done bien demontree. 

On en d^duit 

-- .- - 4 - JL -= ? = X 4- 0|/t| 

/llrt-i * • * “n f I 

Si la d<?riv6e d’ordre n + I est continue, lorsque tous les accrois- 
sements hyh^ • • • hn+i tendent vers z4ro, ? tend vers x\ le second 
membre tend done vers/‘+^(x). 

to 

On voit done que d'une fa(;on g^rale 

AV 

En particulier si ^ = ••• = hn 
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On pent 6crire d une fagon g4n4rale. pour des accroissements 
finis ^ 2 * • • • hfi 

A"/ = hn[fn(x) -+-€] = hihi •. • h„J*ix) ^hji.2 • • K. 

s serait infiniment petit si /i^, • • • hn T^taient eux-mSmes. G^est 

dans ce sens que nous dirons que la premiere partie /ij/ij • • • hnj^{x) 

est la partie principale de Taccroissement du ordre. 

On consid^re plus particuli^rement le cas ou tous les accrois- 

% 

sements sont egaux 

/ii ■— '■ ^2 ' * • • • » hjf — — A^• 


On donne alors h cette partie principale le nom de difl^rentielle 
du ordre et on la ddsigne par rf"/. On a done 

d’^f =r 


Cette formule entraine 
Ax == dx et par suite 


necessairement (/i = 1, y = x) 


d'^f = (dxYf'^x). 


On en d^duit 


tl—yn 

J ' ^ ~ dx^ fi'rn — y 


dx^ 


Ce qui donne une nouvelle notation pour la d4riv4e d’ordre n d’une 

d^Y 

fonction. II faut remarquer que ^ est un veritable quotient. 

On aurait pu arriver k la notion de dilF^rentielle du deuxieme ordre 

d'une fonction, en la consid^rant comme diflf^rentielle de la 

dilT6rentielle premiere, la diff^renlielle dx de la variable ind^pen- 
dante ^tant consideree et trait^e comme une constante independante 
de X, Puisque 

dy = f{x)dx 

en ditf^rentiant les deux membres de cette egaliWon aura la diffd- 
rentielle seconde de dy, soit 


d'^y = dx X df[x) = dx X f\x) • dx z=z J\x)dx^, 
D’une fayon g^n^rale 

(/"y = f*(x)dx^. 


Fonctions compos^es. — Si y est une fonction de u, ii etant elle- 
mSme fonction de x, on a vu que 
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5, 

En remarquant que da n'est plus constant, si nous ditTd* 

rentions les deux membres 

De m^me 

d^y =f'”{u)da^ -4- 3f{u)dud^u f(u)d^u. 

^ ^ 9 

Gomme on le voit, d^y sera <^.videmment homogfene et de 

degre n par rapport aux indices differenliels, d^u ^tant consid6r6e 
comme d’ordre k. 

Si u est lin^aire en x, 

a == ax h, dll = adx^ 

da est done constant comme la dilF^rentielle de la variable ind6- 
pendante. Les diff^rentielles d'ordre sup^rieur sont nulles. On a 
done 

dy =f’‘(u)dw', /»(u) = 

comme si a etait la variable ind^pendante. 

Applications. — La deriv^e et la difFerentielle d’ordre n d’une 
somme sont respectivement la somme des d^riv4es, des ditI4ren- 
tielles d’ordre n, 

Polyndme. — Si Ton a un polyii6me de degre m 

y — n- ... a'”. 

la d^rivee premiere est un polyndme d’ordre m — 1, la 

derivee A*® un polynome d’ordre m — /c, la deriv4e se r^duit a 
m{m — 1) • • • 3-2-1 Toules les derivues suivanles sont nulles. 

Ty, 

Cette propriete caracterise un polynome : Si la derivee 

est une constante a, la d^riv^e (m — 1)^ sera la fonction la plus 
generate admettant pour derivee a, soit ax + Cette ddrivee est 
done un polyndme du premier degre. La ddriv^e (m — 2)« est la 
fonction la plus generale admettant pour ddriv^e ax + a^, soit 

ax* 

2 -h aix ■+• 02. 

La ddmonstration se fait de proche en proche : la d^riv^e d’ordre 1 
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sera un polyndine d’ordre m — 1 et la fonclion elle-m^.me sera un 

1 

polyndme de degr6 m dont le premier terme sera X ~j • 


Fonctions rationnelles. — On designe sous ce nom toute fonctiony 
P(x) 

de la forme y = P» Q ^tant des polyndmes. Nous les suppo- 

serons respectivemeiit de degr<^ m, /i. 

On sail (nous y reviendrons) que Ton peut mettre toute 
fraction rationnelle sous la forme 


* ^ (oT^ af (a:* -f- 




mjc -f- n 
px fj) 


r 


7 :(x) etant un polynAme de degre m — n, si m > n, les fractions 

A 

simples de premiere espece ^ correspondant a toutes les 

racines r^elles de Q, a 4tant au plus egal au degre de multiplicity 


ntx 


de la racine a, les fractions de seconde espece -s cor- 

^ (x* --f- px -f- qy 

respondant aux racines imaginaires de Q, ft etant au plus egal au 
degry dans Q, des racines du trinAme du second degry + ?• 

Nous renvoyoiis pour la dymonstration de ce thyoreme au Gours 
de mathymatiques generales. 

(Toutes les fois que dans une question on a affaire k une fraction 
rationnelle, on peut admettre en principe qu’il faudra la dycomposer 
en eiyments simples). 

Considyrons Tune des fractions de premiere espece u — — * — . 

(x — af 

les dyrivees successives seront 


y = —a(a; —a) /•••, 

y = (— l)*a(a-t- I). ..(a -f- fc _ 1) (x — a)-*-* ; 

Prenons maintenant une fraction de seconde espece; sans ecrire, 

p 

il est yvident que la forme des dyrivyes se complique de plus 
en plus 

a 

Pour tourner la difficulty, on peut remarquer que la deri¬ 

vation d’une fonction donne lieu a une suite d’opyrations rygulieres, 

Ay 

bien dyterminyes. La dyrivye de y = (x — a)''* limite du rapport 
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est m{x — que a soil reel ou imaginaire. La derivee est unique, 

OL 

quelle que soil la forme sous laquelle on mette la fonction : Si 

done on transforme la fonction et si on la derive sous sa nouvelle 

a 

forme, on doit retrouver le m^me r4sultat. On pent done 

decomposer la fraction de seconde espece en fractions de premiere 
espece, en introduisant les racines imaginaires sous la forme sui- 
vante 

_A -f- ib ^ _A — iB 

{x — a — bi) ? (x — n -h bi) 

en supposant 

-h fix q = (j- —• a)® -f- b^. 

On passe de la premiere a la deuxi 6 me fraction en changeant 
i en — /; les derivdes successives s’obtiendront done par le m 6 me 
changement. Les deux derivees d’ordre n sont done imaginaires 
conjuguees : leur somme est r4elle. 

Exemple : 

^ 1 -h I -f- X* 2\x-^i X — i/* 

done 

^ ^ 2 * [(X-4-i)'*^ * (x —1* 

Vai ivduisant les deux fractions au mSme dehominateur, 


, I \ i , (x 
jn = (— ~ 


- (X -h 0 ”^* 


Le num^rateur de la fraction change simplement de signe, si on 
change i en — i. On en conclut que ce niimerateur est une imagi¬ 
naire pure : y” est reelle. 


r (— 1)”'^! 

Exemple : n = 5, 




(1 -H 

P ^ Gx’** — 20x^ 6x 
(l -f^ x*)^ 


On peut mettre le r^sultat sous une forme l^g^rement dilFerente. 
Nous avons vu que 

_ (_ l)n-. J („ _ I !) 

Carrus. — Cours de Galcul difT^rentiel et integral. 6 
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Le second membre comprend les puissances d’imaginaires : 
or une formule est particuli^rement simple dans ce cas, c’est la for¬ 
mula de Moivre. II faut done mettre les imaginaires sous la forme 
trigonom^trique. Posons done 


c’est-^i-dire 


X -hi = p(co8 9 -h i sin <p) 


X = p cos <p, 1 = p sin <p, d'ou p = -h \/l 4- a* <p ==: arc ctg x 

Alors 

(x i)““” = p“***(co8 n(p — • i sin nep), (x — = p“^^(cos nep -h i sin nep), 

par suite en portant dans Texpression de 


y«-i = (_ i)«-«(n_ 1)! * (— 2 j) p-" sin «<? = (— 1)! 

^ (1+a:*)’ 

avec la condition 


<p — arc ctg .T, X — ctg cp. 


De m4me si 


V =.. = 1 /_L. ^ \ 

^ 1 ft- 2 \x -h i X — if 

y 1) n! ^ 


Fonctions tianscendantes. — 1 ° Si j = sin a; 

y' = cos X — sin ( x M- 

0 

On voit qu’il suffit d’ajouter ^ '» Targument. Done 

y“ = sin -h n 
De meme si y = cos x 

2°y = log X, 



La d^riv^e d'ordre n de j est done la d^rivee d’ordre n — 1 
de x~^ soil. 


= COS 


{ — — 1 )! X ’ 
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3° y :s= arc tg a?, 

yt _ ^ 

y ~ l-hX* 

P . 

la d^rivee d'ordre n de y sera done la d6riv4e d’ordre n — 1 

de G*est celle que nous avons calcul4e ci-dessus. 

On aurait pu d^montrer directement, et par recurrence, que Ton 

P 

pent mettre jy" sous la forme yn == ce qui resulte d’ailleurs 

de Texpression ( 1 ), 

p 

Les racines du polynome Pn-i sont les mdmes que celles 

de = 0. Or d’aprfes la deuxi^me forme, ces racines doivent 

satisfaire k sin fi<p = 0 et, inversement, k toute racine de cette 
equation correspond une valeur de a? = ctg (p, et par suite une racine 
de Pn-i(a;) — 0. 

, Or ces racines sont ^ . On obtiendra n valeurs dis- 

tinctesde 9 et par suite deaden donnant k n valeurs consecutives, 
par exemple 0 , 1 , 2 , •••(/i — 1 ). 

Tt 

A la racine ip = 0 correspond une valeur infinie de a: : le 

coefficient de x” dans le polyndme num^rateur est en elfet nul. 

(x) 

On en conclut que toutes les racines du polyndme Pfi-i(a?) 
sont redles et on a mfime leur expression exacte. 

Fonctions de plusieurs variables. — Gonsid^rons une fonction u 
de n variables independantes u = /(a;, y, ^ d^riv^es par- 

tielles y'y» '' sont des fonctions de ces memes variables; 

chacune d'elles,/* par exemple, pent, k son tour, admettre 

n derivees partielles qu'on appellera « deriv^es partielles du second 
ordre » de la fonction u. On les d(^signe par /'W* /'Vy, /'« • • • 

La d^rivee f'y admet de mfime des derivees partielles /"yo?, /"yy • • • ; 
chacune des derivdes du second ordre pent admettre k son tour, n 
derivees partielles qui seront les derivees partielles du troisieme 
ordre, ainsi de suite... 

II semble que le nombre des derivees partielles d’ordre k 

doive 4tre n*. Ce nombre est r 6 duit comme le montre le th^o- 
r^me suivant : 
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Th6oiu>me. — On peat intervertir Pordre de deux derivations sacces- 
sives sans chanrjer le resultai. 

a, V 

Montroris d’abord que /% = /V* Pour le d^montrer, il 

est naturel de remonter k la definition de la deriv6e d’une fonction. 
La derivde par rapport k x s'obtient en donnant ^ a; un accroisse- 

ment A:r et chercliant la limite du rapport Soit 

u = li.„ ^ = lim . 

Ax Ax ^ 

^1 

Pour avoir ensuite la deriv^e partielle par rapport ky il 

faudra dans celte limite, donner a j un accroissement Ajet chercher 

Av '' 


a son tour la limite de 


Av * 


11 est evidemment naturel de 


donner a y Taccroisseinent Ay dans le rapport qui a pour limite v ; 

on est done amene a considerer la limite du rapport 

[f(x -j- Ax, y 4- Ay) —/(x, y -h Ay)] — [/(x -H Ax, y) y)] 

AxAy 

Posons 

y) =.f[x h Ax, y) —/(x, y). 

Le rapport s’ecrit 

cp(x, y -f- Ay) — 9 (x, y) 

AxAy 

2 

En appliquant le th^oreme ties accroissements finis 
(j)(x. _y ■ h Aj) — o{x, j) = A/ 9 ,/(x, t,). (t, coinpris entre ^ el j +- Ay). 

Or 

?/(*. -n) ~Jv(x h Ax, T,) —/,;(x, r,). 

En appliquant a son tour le theoreme des accroissements 
linis, la dilference s'ecrit 

Tj), 


to 

(H compris entre x et x + Ax). Le rapport dont on cherche 

la limite se r4duit done simplement & /V(^» ‘^)- 

Mais le numerateur du rapport consid6r6 pent %alement s’6crire 

[/(x 4- Ax, y 4- Ay) —/(x 4- Ax, y)] — [/(x, y 4- Ay) —/(x, y)], 
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et si Ton consid^re la fonclion 




y) y H- ^r) — y) 

on verrait que le rapport pent s’ecrire simplement 


Si etant compris entre x etentre y et y + 

On doit done avoir yj) — y?i)- 

o> 


Si les deriv4es partielles du second ordre sont continues, 
Tegalite ayant lieu quels que petits que soient Aa;, Ay, lorsque 
ces accroissements lendent vers 0, S et Si tendent vers x, Y) et yji 
vers y. A lalimite on a done bien 


/V(^> j) j)- 


Generalisation. — Supposons alors que Ton ait deux deriv^es 

partielles d*un ordre quelconque, mais prises le m6me nombre de 

fois par rapport k x, lo meme nombre de fois par rapport a y, etc... 

Remarquons d’abord (jue si /V ^ f'xy^ en derivant ensuite les 

deux membres par rapport aux meines variables, les deux nouvelles 

% 

derivees seront egales. Etant donnees les deux deriv^es par¬ 

tielles, on pourra passer d’un ordre de derivation a un autre, par 
des permutations de deux indices successifs quelconques et, par suite, 
par des permutations quelconques des indices. Gequi importe done, 
e'est simplement le nombre de fois que Ton a derive par rapport a 
chaque variable. 

OL 

11 est done alors permis de grouper les derivees par rapport 
a une meme lettre et d’4crire par example/Sa;{tyy« ou sous une forme 
plus abr^gee encore /J 2 .* 1^’nne fayon generate, une d^riv^ed’ordre/i 
s’ecrira doneavec la condition 

CX ^ P H- Y . • • = a. 

Le nombre des deriv6es d'ordre n d'une fonction de m variables 

. . • • J 

est done 6gal au nombre des combinaisons avec repetition de 
m objets nan soit, 

nn fn(m -4- 1) • • • (m -h n — J) 
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DiffArentielle des lonctions de plusieurs variables. — Consid^rons 
par exemple une foiiction de deux variables ind^pendantes x, y, 
soil z == fix^ y). Sa dilTerentielle premiere est 

dz =Jxdx -^fydy. 

Supposons qu’on donne aux variablesun systeme d'accroissements 
^gaux aux premiers; dxy dy devront done 6tre consideres comme 

« 

constants ; dz aura, k son tour, une diffdrentielle qui s’appel- 

lera la ditTerentielle seconde de Zy et que Ton designe par la notation 
(Pzy etc... On a 

dh -= dxdJjJ -h dydfj. 

Or 

dfJ -=-J\^dx -hf^ydy, df; ^f\ydx ^f^.dy. 

En substituant el reniarquant que f”xy = fyx on obtient 

d^z =J\.dx^ -h 2f\,dxdy V-r^.dyK 
9 

On remarque que le second membre est homogene et du 
second d4gr^ en dx^ dy^ que les coeilicients sont les d^riv^es par 
tielles du deuxi^me ordre, enhn que les coeilicients num^riques 

sont ceux du carre du biu6me. II est naturel de penser que 

la dilKrentielle d’ordre n jouira des propri^tes correspondantes e'est- 
a-dire que Ton aura 


d'^z 




dx^ 


-h-f- ? / (iyn 

dx** *dy ^ by^ ^ 


ou d’une mani^re abr^gee 

at 

La loi etant vraie pour n = 1, n = 2, nous allons proc^der 
par recurrence, supposer la formule etablie pour n, la demontrer 
pour /I + 1* Par hypothese, en 6crivant deux termes successii’s 
on a 


d»/=-H C: H- Cr* -I- . . . 

^1 

Si nous diirerentions encore une fois, en observant que dx, 
dy sont constants, on aura d’abord 


dx -h 


-^l!JL.dY. 


dj . 

\dx****dy*/ 
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Tous les termes de d^z donnent des r^sultats analogues; on 

voit bien d’abord que sera homogSne de d^gr6 n + 1 en da?, dy, 
D’autre part il laut remarquer que toutes les fois qu’on derive par 

d 

rapport k a?, on multiplie par dx et de mfeme poury. 11 en r4sulte 

n^cessajfement que le nombre de derivations par rapport k x est le 
meme que le degre de dx. Tous les termes sont done necessairement 
de la forme. 

On obtiendra un tel terme en dilferentiant le premier 

terme ecrit, par rapport k y, ou le deuxieme par rapport k x. 

Enfin le coellicient numerique de ce terme sera 

c; H- = c;:;. 

U) 

On a done bien 

Kemakque. — Aprfes que Ton a vu la forme necessaire du develop- 
pement de d^z, pour determiner les eoefficients numeriques, on peut 
encore remarquer que ces coefficients ne dependront plus de la 

fonction f(x, y). 11 sutfit done de les avoir pour une fonction 

a 

particulierement simple. Prenons alors z == On aura 

dz =1 -h dy), (Pz =: e-'^'^y^dx -h dy)^» • • , d"z == e^'^y[dx dyY. 

D'autre part toutes les derivees partielles se reduisent k 
On voit done bien que les coefficients numeriques sont les coeffi¬ 
cients de la puissance du binome. 

Fonction composee. — Considerons maintenant une fonction 

z=J{u,v), 

u, v, etant fonctions d’une ou plusieurs autres variables indepen- 
dantes x, y, /, • • • nous savons que la diiferentielle premiere est 

dz = fdda -h f;dv. 
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Diir^rentions les deux membres en observant que du, dv ne 

sont plus des constantes et que 

df: dj: ^rja 

on obtient 

(1) dh = f\,dn^ -f- 2rja dv 4- l\dv^ -4- Ud^a 4- 

Cette forme est caracteristique. 

Tii^:orkme. — Si I'on a pa nielLre la diffirentielle seconde (Tuaefoiiciion z 
de deux variables u, v sous la forme 

dh “ rdv^ -h 2sdudv 4- fdv^ I * pd^u -h qdh^ 

celte dgalit^ devanl avoir lieu de quelque manihre que f on fnsse varier u, v 
en fonction des variables iiuUpendanles, on a ndcessairernenl 

__ dz dz _ ^ 

du' <)V* ^ ^ dUiMi* 

5 

La demonstration est analogue a celle que nous avons etablie 
pour la difl^rentielle premiere. 


Si a, V sont fonctions d’une seule autre variable independante L 

. ,, . 1 JO jj 9 ^ dhi dh) 

on pent diviser 1 expression de (rz par nr car ^ 

representent dans ce cas de veritables quotients. On a 


dh 




fi d^} 
Jv ^ii2 


Dans la formule (1) on remarque que la diderentielle de la variable 
independante ne figure pas explicitement. Si on donne les expres¬ 
sions de u, V cn fonction de on pent les considerer comme repr6- 
sentant le mouvement d’un point de coordonn^es u, v sur une courbe. 
Si» p 

- ,, . , dh j, j , j da dv d*u d^v , 

La derivee ^^2 dependant que de ^, sera la 

m^me pour deux mouvements bi la condition : 1® que les 

mouvements soient tangents; 2^ qu’ils aient meme acceleration. 


Supposons maintenant qu'ily ait plusieurs variables independantes, 
la differentielle seconde ay ant la forme (1), on pent differentier a 
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nouveau les deux membres, mais les resultats se compliquent 

de plus en plus, car, en plus des termes qui figuraient dans le cas 
ou u, V etaient des variables independanles, on introduit les 
termes en (Pu, (Pv, (Pu, cPv^ • • • 

Le r^sultat se simplifie : 

1® Si tous ces termes disparaissent, c'est-a*diresi du, dv sont 
des constantes, c’est-ik-dire enfin si u, v sont des fonctions lineaires 
des variables ind^pendantes. La diff^rentielle a alors la mfime 
forme que si u, v etaient variables indepeiidantes. 


Formule de Leibnitz. — 2^ Si c est de la lorme c = itv car 

alors 

fu^V, /./'-I. 

Toutes les aulres derivdes sont nulles. On a done dans ce cas 




dz — vdu -f- udxy, d^: — xuPti 2dudi} -i- udhf. 
Nous allons montrer que d’une fayon generale 


(1) d^‘z = vd^Ui I - Cl^d1d‘'~^u 4- -h • • • I- wd’*?' 


OU plus simplement 

(1) d'*(m') — 

OL 

La formule tHani vraie pour — I, n — 2, nous allons encore 

appliquer la m^tliode de recurrence. Nous supposons ^tablie 

Tegalite 1. En differentiant les deux membres, on obtient 

d'*+^(ur) = h d”“^u • d*+*i»). 

Chercl\pns le coefficient du terine On obtiendra un 

deuxieme terme de cette forme en dillerentiant par rapport 4 u le 
terme qui suit celui que Ton a ^crit. Le coefficient num^rique 

0 

est done C,* + C*+' = C^l. On a bien par suite 


(i»+‘(uw) = 


ce qui est bien la forme indiqu(^e. 

Cette formule (1) porte le nom de formule de Leibnitz. 
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Notation symboli^ue. — On pent ecrire symboliquement 
d^(uv) = (da -4- dv)^ 
avec les conventions suivantes 

[day = u, (du)^ z=z d^u. 


Remarulr. — Si M, w sont fonctions d’une seule variable ind4pen 

• • ^ d^ ^ u • 

dante a?, on pent diviser par dcc ^; alors la d^rivet 

d’ordre n de u. La formule a lieu pour la derivee d'ordre n de uv 




" dx^~^ dx^ 


dn dv\*' 
■^-dlv) 


( dx 


avec la convention qu*il faut remplacer ((s^)* 

Cette formule est particuli^rement pratique si les derivees succes- 
sives des fonctions sont faciles h calculer et, plus particuliirement, 
si Tune des fonctions m, i> se rtiduit h un polyn6me, auquel cas 


P 

les derivees, h partir d’un certain ordre, sont nulles. Le 
nombre des termes de D^{uv) est toujours limits. 



CHAPITRE III 


CHANGEMENTS DE VARIABLES 


SOMMAIRE. 

Cas (Vane seule variable — de plasiears variables : Equation aux d^riviSea partielles 

litiSaires du second ordre. 

2ine MMhode, — Hlmploi des diffSrentielles : Transformation de Legendre. 

Notions sur les transformations de contact : Application b la transformation de I.egendre. 

Introduction. — Lorsque Ton a un problfeme a trailer, on choisit, 
suivant les cas, une o‘u plusieurs variables que Ton pent prendre 
comme variables ind^pendantes ; on choisit d'autre part les fonctions 
inconnues h determiner et on etablit entre ces variables et ces fonc¬ 
tions les equations E == 0 qui sont la traduction analytique des 
conditions du probleme. Ces equations peuvent dependre, non seu- 
lement des variables et des fonctions, mais encore des derivees par¬ 
tielles des divers ordres des fonctions inconnues par rapport aux 
variables indepeiidantes. 

Or on peut etre amene k se rendre compte, par la forme des equa¬ 
tions, ou par les combinaisons qui se presenlent, que Ton aurait eu 
avantage k choisir d’autres variables independantes, ou d’autres 
fonctions liees aux premieres par des relations connues. Pour nc pas 
etre oblige de recommencer a poser les equations du probleme on 
peut se proposer simplement de transformer les equations E = 0 en 
introduisant les variables independantes nouvelles ou les nouvelles 
fonctions. 

Pour transformer les equations, aprfes avoir etabli les rela¬ 
tions qui existent entre les anciennes et les nouvelles variables, 

(X^ 

il suffit, comme on le voit, de savoir calculer les diverses d6ri- 
v4es anciennes des fonctions inconnues au moyen des d4riv4es des 
nouvelles fonctions par rapport aux nouvelles variables et de subs- 
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tiluer ces expressions dans les equations E = 0 pour avoir les 
Equations transforrnees K' “ 0. 

Ot} 

Transformer line ^({uation revient done tout simplement k 

calculer des deriv^es et ce calcul est independant des equations a 
transformer 

Le probleme se ddcompose tout naturellenient en quatre parties : 

S'il 11 y a qu'une variable independante, on peut, soit changer seu- 
lement la variable, soit changer la variable et la fonction inconnue. 
S*il y a plusieurs variables independantes, on peut de meme soit 
changer les variables independantes seulement, soit changer variables 
et fonction. 


1. ~ CAS D’UNE SEULE VARIABLE 


y est une fonction de r admettant des derivees successives 

) iy fi .. 

dx^ dx^' ’’ dx"’ 


On choisit une autre variable independante / li(5e k par une rela¬ 
tion donn^e ./• -- f{t)\ y peut etre consideree comrhe fonction de ^ 
et admet des d(5riv6es 


On demandede calculer les derivees du groiipe (1) au nioyen 
de /, des derivees du groupe (2) el des derivees connues 

(d) x,\ Xt\ • • • rr? (deduites de x = ?(0)- 


^2 

l.a solution est connue pour la derivee premiere : y peut etre 
consid(5r^e comine fonction composite de t par I’intermediaire de x. 
Done 


Et par suite 


(4) 



X sc/. 


dy 

dx 






On voit que, pour toute fonction n, pour avoir sa derivee par 
rapport k x, il suflit de multiplier sa derivee par rapport a t par 
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1 

un facteur toujours le m6me ^ , ce que Ton peut ecrire d*une fagon 
plus symbolique encore 


(4') 




-) = (-)/ X 


Le pr^bleme est alors completemenl rt^solu puisque une 

d^riv^e quelconque est la derivee premiere de la deriv^e pr^cedente. 


Appliquons la formule (4) la fonctioii 
y t 

et a son feale - , au second. On aura 

^ Xt 


dy 

dx 


(au premier membre) 


_ (y’X V L — 

dx^ \x' 11 


6, 

Appliquons encore la formule a 
On aura 


d^y , , arV" — fx" 

j^aetasonogale 


d'^y 

dx^ 




X 


1 


etc. 


11 est a rernarquer que les derivees 2®, 3® par rapport 5 x 
introduisent successivement les derivees 1®, 2*^, 3® par rapport a 1. 

Toutes les expressions du second membre ne contiendront jamais 
conirne denominateur qu’une certaine puissance de x\ De plus la 
derivee d’ordre n par rapport a x s’exprime au moyen de la derivde 
d’ordre n par rapport a t et des derivees antcrieures. 

11 en resulte que si requation y, ••• 0 depend 

des derivees jusqu’«a Tordre /i, Tequation translorm^e con- 

tiendra les derivees par rapport a / jusqu'a Tordre n au plus. Mais 

It 

elle les contiendra certainement jusqu'^i Tordre n, car si elle 

ne les contenait que jusqu’a Tordre m n, en faisant la transfor¬ 
mation inverse et revenant par consequent a Tequation initiale, 
Tequation transformee ne contiendrait ^galement que les d^rivdes 
jusqu’^i Tordre m seulement. 

Exemple. — Transformer I’equation 


(1 


— a;*) 


dx^ 



-h m '^y = 0 


en faisant le changement de variable x = sin t. 
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On aura 


dy _y' 


COS i 


L- 1 / / y y” cos t 4- y sin i 

dx^ cos t \ cos t) cos* t 


L'^quation transform^e est done 


1 

cos I 


(y co^ t y sin i) 


sin I —^ 
cos t 


4- m*jr = 0 


ou 

y'^ -f- nfly = 0. 

P 

Sous cette forme, on se rend compte que 

y = A sin mi -h B cos mt 

est une solution, quels que soient A et B, et par suite Tequation 
donn^e admet pour solution 

j = A sin (m arc sin ac) -4- B cos (m arc sin x). 


II. On change la variable et la fonction. — y est une fonction de 
X admettant des d^riv4es successives 

' dx* dx^ dx^* 

On change la variable ind<^pendante et la fonction en se donnant 
deux relations 

x—f(t, «), y = ?{t, u). 

p 

Comma y est suppos^e fonction de x, on a done trois rela¬ 

tions permettant de considerer tr.ois des inconnues comme fonctions 
de la quatri^me, par exemple x, j, u comme fonctions de t variable 
ind^pendante. 

On demande de calculer les deriv^es de y par rapport A a? au 
moyen de? d6riv6es de u par rapport k t et des d4riv4es partielles 
des fonctions donn^es 

X = f{i, «), y = ©(t. «). 

Si Ton supposait connues les expressions de x, y en fonction de 
les relations du probleme precedent permettraient de connaitre 
. en fonction de 

x’, af, **, y, /, ... y. 
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-Tt, a 

Mais le probleme est alors r^solu, puisque les formules de 

transformation donnent pr^cisdment y comme fonctions de t par 

rinterm^diaire de u. On a done par le th^or^me de derivation 

des fonctions composees 
\ 


Xt — ^ u', — -i + 2 u H- % u * ^ ur : • • 

dt du dfl dldtl du* du 


De mSme 


Yt 


_ df 

dt 


do 

dU 


re 


En substituant ces expressions, on aura les d^rivees ^ • • • 

en fonction de i, u et des deriv^es u\ u\ • • • 11 est k remarquer que 
la derivee d’ordre n introduit seulement la derivee d’ordre n, u». 

P 

Comme dans le cas precedent, I’equalion transform6e d*une 

equation differentielle d'ordre n sera encore une equation dilT6ren- 
tielle, certainement, d’ordre n. 

Remarque. — II n’est meme pas necessaire de supposer, comme 
nous Tavons fait, les equations resolues par rapport h a?, y. On pent 
se donner deux relations 


/K Ji U ^0 = 0, y, I, u) = 0. 

It 

En les derivant une premiere fois toutes deux par rapport h /, 

0 

on deduira les derivees xt\ yi en fonction de u% par deux equa- 
tions du premier degre. Le determinant des inconnues sera 

TU 

D = fxQfy — • II sera diiferent de zero si les deux rela¬ 
tions y* = 0, = 0 sont independantes en a?, j. 

En derivant deux fois les relations, on aura les derivees secondes 
x\ y" et ainsi de suite. Le determinant des inconnues x\ y\ puis 
x\ y” sera toujours D : il est diiferent de zero. 


Application. — Gonsiderons par exemple la fonction 
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qui definit, comme on salt, le rayon de courbure en un point d*une 
courbe. Transformons-la en faisant le changement 

X = r cos f), y z=z r sin 0 

et consid^raiit & comme nouvelle variable independante et r comme 
fonction de 0. 

Transfornions d’abord Texpression R en introduisant les 
d6riv6es de .r, y consid^r^es comme fonclions compos^es de 0 par 
Tinterm^diaire de r. Nous avons vu que 




y 

d^y xf' — y'x" 



(lx 

i" 

1 


Done 







R = 

(*'*-t-y®)y 


Or on a 


x'y" — y'x" 



x' = r' 

COS 0 — r sin 

e, 

x” == r" cos 0 — 2r' sin 0 

— r cos 0 

y = r' 

sin 0 4 - r cos 

0. 

y” = r" sill 0 4- 2r' cos 0 

— r sin 0. 


En substituant les valeurs ci-dessus de y', x", y" on aura 
Texpression de R. 

On a immediatement 

x'^ 4- /* = r'* 4- r* 

Lc denominaleur est ^gal a 

ra 2r'2 _ rr\ 

On a done 

R — 

»•*-!-ir'* — r/- 

Les points d’intlexion de la courbe sont donnes par I’equation 
r» -f-2r'»—rr" = 0. 


II. — CAS DE PLUSIEURS VARIABLES 


Soit de mSme z une fonction de x, y adinettant des d€riv4es par- 
tielles 

hz az d *2 a *2 

da:’ ay’ aa:*’ axay’ 


( 1 ) 
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On prend deux nouvelles variables independantes u liees b y 
par les relations donn^es 

x=^S{l,u), = u); 

z devient une fonction de I, u admettant des d^rivdes partiellcs 


{») 


bz dZ d*2 

bt' dU * dl* * btdU* ^ 


On demande de calculer les deriv^esdu groupe (1) en fonc¬ 
tion des derivdes du groupe ( 11 ) et des d^riv^es des fonctions don- 
n4es/, 9 . 

La solution est immediate pour les deriv^es premieres: z est 

une fonction composee de t, u par Tinterm^diaire des fonctions x, y. 
Done 


dZ bZ g f bZ f 


bZ Sv ^ f bZ I 

d a~ Sy + 7 ^“' 


Oj 

On pent resoudre ces Equations par rapport a si Ton a 

^ 0 , c’est-Ji-dire si les fonctions /, 9 sont ind^pen- 
dantes, comme cela doit 6 tre, puisque a*, y dtaient deux variables 
independantes. 


On en tire done 


bZ 

bX 


bZ , 

bt 


bz 

ba 




bz _ da bl'^^ 


Oe que Ton peut ecrire 


4 - — ?t 

bX t> bi D bU 

by D D bu 


(D=/v„-/V.) 


t:, p 

Or, ces formules sont nettement symboliques. Les coeffi¬ 

cients de ^ au second inembre, ne dependent que de /, 9 et sont 

independants de la fonction z. Si Ton d 6 signe ces coefficients par 
M, N, M', N' les formules peuvent s’^crire 


bz ,, bz tvt 

~ = M -i N - . 

bx bt ba 



bt 


a 


, ^ 
dU* 


Carrus. — Gours de Calcul diff^renliel et integral. 


7 
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Pour obtenir les d^riv4es partiell'es par rapport ^ x d’une 
fonction qaelconque, il suffit de multiplier ses d^riv^es parlielles par 
rapport k t, u par les faoteurs toujours les m^mes M, N et d’ajouter 
les r6sultats, ce que nous prdsenterons sous une forme tout k fait 
symbolique 


i- = M4-+-N4.- 

da; •»( 


De m^me 


-?. = M' N' 

dy dt 


d 


On donne k ces expressions le nom « d’op^rateurs de Jacobi ». 

f 1 • 

Mais les deriv4es du second ordre sont les d^nv^es par- 

tielles premieres de celles du premier et ainsi de suite. Le probleme 

^1 

est done enti^rement resolu. 


dx 


_ 

'Ol'Jo 

S 

II 

M 


+-N 

dz\ 

da/ 

' 

bz 

— . 

= M' 


+ N 



?>.r 

iixtty 

di 

\ 



511/ 

d 

ZiZ 

_ d*Z _ 

:M' ~ ( 

M' 

dz 

-f-N' 


^y ’ 

‘ ^y 


dl \ 



du I 


bu) 


On a par exemple 

c)« \ M dU 

. N'A(m-: 

da\ su/ 

■ N' 


R KMARQUES.—Les ddrivees du premier ordre, du deuxifeme or dre, e tc. 

p 

par rapport k x, y introduisent les deriv<5es partielles du 

m4me ordre par rapport kt, u de sorte que 1 Equation aux derivees 
partielles transformde contiendra les d4riv4es partielles du m4me 
ordre au plus, (et les contiendra sArement). 

Nous avons suppose que les relations entre les anciennes variables 
ind4pendantes et les nouvelles 4taient rdsolues par rapport aux 
anciennes. Si Ton donnait les relations 


f{x, r, t, u) = 0, 9 (x. y, i, u) = 0 

en les consid4rant corame fonctions eompos4es de (, a et les 
cl4rivant par rapport a t on aurait deux Equations donnant x't,y't de 
m4me x'u, tfn en d4rivant par rapport ^ «. On peut r4soudre ces 
Equations si le determinant —f ^ ^ ® est-a^dire si les 

fonctions /, ^ considerdes comme fonctions de x, y sont indepen- 
dantes. 
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En derivant un'e seconde fois on auraitde m^me x\i^ 

P 

^^| 2 * y« 2 > etc-.. Le determinant des inoonnues est 

toujours le meine que ci-dessus. 

X 

Applications. — I. Troaver les fonctions z qui satisfont a Vdqualiorii 


bZ 


bZ 


^ bx ^ by ' 

a, 5, 

Prenons des coordonn^es polaires et posons 
X — p cos o), j — p sin o) 
z devient une fonction de p, ca. On aura 


bZ bZ bZ . 

— = ~ COS (*) - 4 - - sm w, 

dp bX by 


dz bZ * bZ 

— = — — 0 sm (o H-p cos (o. 

do) bx^ by ^ 


Mais 


Ces equations donneraient ^ qu’il faudrait substituer. 

5 

multiplions par p la premifere equation, elle devient 


bZ bZ 

dp da? 

L'^quation transforni6e est done 

bZ 


p - = p® 
^ dp ‘ 


ou 


bZ 


dp 


(*) 


Done 

z = (Jquek.). 

En revenant aux variables primitives 

i i 4- y*) -h y ((<p qaelc.). 
II. Equation aux dirivies parlielles du second ordre 

0 . 


A -X 4- 2B — 4- C : 
da;* bxby by* 


On demande de trouver toutes les fonctions z qui satisfont a cette 
equation^ A, B, C disignant trois conslantes. 

Nous aliens effectuer un changement de variables de fa 9 on&sim- 

a, V 

plifier r^quation, Prenons comme nouvelles Variables 

5 = aa? 4- Py, 71 = 7 a? 4- ^7 (a, P,T» ^ = const.). 
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Pour que y; soient ind^pendantes comme x, y il sera 

ndcessaire que fiy — 0. On pourra alors r^soudre les formules 

par rapport a;,;)' et en substituant dans z, 2 deviendrait une fonc- 
tion de 

Formons liquation a laquelle satisfait celle nouvelle fonction 
et, 4 cet effet, calculons les d4riv4es partielles 

d’z ^ 

bxby* by* 


en fonction des d^riv4es de cetle nouvelle fonction z par rapport i 
8 

4 I, >j. On a success!vement 


dZ bZ . bZ 

— = -> a - 4 - - • Y» 

bX bi bti * 


az bZ 




dT. 


puis 


«>1 


da: 


U f bh b^z \ 


c’est-a-dire 

de mSme 

s. 


a*z 

dX® 


= a4 


i\b1\/ 


by a? 

[ d*z , d*z\ 
a^ ^ ~br*)^ 


b*z 


2or( 


8®z p a®z 
afdTi^^ an®' 


d*Z a 3 *^ , / s ■ B \ 

axaj' aj® ^ ar,® 


d*z 




a*z 


d»z 


Substiluons alors dans I’^quation donn^e ; 
visiblement de la forme 


pR, 


elle sera 


( 2 ) 


\'^ + 2B' ^ -f- C’ pi = 0. 

a5* ajdri ar,® 


en posant 

Ax® - 4 - 2 Bxp -p" B^ = A^y “H B(x 8 - 1 — Py) “4" C ^8 

C' = Ay* --f- 2 By8 4- C 8 *. 


La nouvelle Equation est done de la m 6 me forme que l’ 4 quation 

<». V 

donn4e. Nous allons voir si nous ne pouvons pas disposer 

des coefficients a, ]S, 7 , d, de mani^re 4 simplifier I'^quation ( 2 ). 
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lef Ca8 . B» — AC 0, 
pas avoir 


Voyons d’abord si Ton ne peut 
A' = 0, C' = 0. 


II faut pour cela que 

Aa* -I- 2 Ba^ Cfi* = 0 , Ay* -h 2 ByS -+- CS* = 0 . 

Ges equations expriment que les rapports ^ - sont les 

racines Xg de T^quation. 

( 3 ) A 4 - 2 BX -f- Cxa = 0 . 


B 5 

Mais^ comme Ton doit avoir ~ ;zf il sera ndcessaire que les deux 

racines soient distinotes, c*est-a-dire — AC ^ 0. 

5t 

Dans ce cas on peut done prendre 

a = l, P=Xj, Y=l> 8 = Xj, 

D ailleurs, pour ces valeurs, le coefficient B' devient 


B^ — fi 4 - B(Xj 4 “ Xj) -t- CXjXj = 2 A. — 2 


C • 


II est done different de z^ro. 
r^duit done simplement k 

( 2 ') 


L'^quation transform^e se 


= 0 . 


On peut r^crire 


dTJ 


(S)=»- 


Elle n^cessite done que ^ soit une fonction de § seulement et, par 

U) 

suite, z est n^cessairement de la forme 

^ = ?t (0 (?1» ?2 arbitraires). 

Inversement toute fonction z(|, yj) de cette forme satisfait k T^qua- 
tion (2'). De cette forme de z (|, yj) on d^duit la forme n^cessaire et 
suffisante de z{Xf y). On a done le r^sultat suivant: 

(O 

Si B* — AG 0 la solution g^n^rale de I’^quation aux 

d4riv4es partielles est 

z = y,(« + \y) 4 - <p,(a! -4- 
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et Xa d^signant les racines distinctes de T^quation 
A -H 2BX + Qa = 0. 

Cette conclusion est valable, que X^ et Xa soient rdelles ou 
imaginaires. Mais si ces racines sont imaginaires, ou serait amend 
h introduire des fonctions de variables complexes. Dans ce cas 
on pent simplifier rcquation d’une autre maniere. Voyons par 

exemple si Ton ne pourrait pas avoir (Goursat) 

A' = C', = 0. 

Prenons lout de suite 


a = Y = 1, 

On devrait avoir 


S = 


A 2BX -j- CX® = A “4“ 2B|ji -h A -4- B(X -f- |ji) -4— CX|x 0» 

La premifere se rdduit (en divisant par (X — fi.)) k 
2B -4” G(X -4- = 0* 

De ces deux Equations on ddduit 


P 


X -4- = 


2B 
G ^ 


, 2B* —AG 

. 


Et par suite X et [x sont racines de I’^quation 


, 2B«-AC _q 
C ^ C* “ 

Le discriminant est ■ Equation a done ses racines 

rdelles. LVquation donate peut done fitre ramen^e par une trans¬ 
formation r^elle Si I’^cjuation 


(4) 


d»Z 

di* 


dll* 


= 0 


OU 


AZ = 0. 


Nous verrans que si Ton consid^re une fonction analyiique de 
variable complexe 

f{x 4- yi) — X{x, y) iY(®, y) 
les deux functions X, Y satisfont s^par^ment A 

a*X , a*X ^ a*Y , d»Y ^ 
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(»y 

De toute fonction analytique, /{^ + d^duit done 

deux solutions r4ell‘es X(|, /j), Y(H, yj) satisfaisant (4) et par cons6* 
quentdeux solutions X(a5 + Xy, x -j* fAj), Y, de I’dquation donn4e. 
2e Cas. B* — AC = 0. 

^)n ne pent plus adopter la meme simplitication. Faisons dans ce 
cas la transformation 


Si 

On aura 

^ 1 = X 4- Xy, 

II 

bh _ 

a*2 

bh 

. a*2 a*2 

a *2 

b^ 

W 

bXby 

aSan’ 

II 


).a 


a»z 


2 X 




4- 


a** 


L’^quation transform^e est encore de la forme 


,, a ®2 


2B' 4-^ + C' 


b^Z 




0 , 


A' = A -H 2BX -h CX*, B' = 2B -t- 2(:X. G’ = C. 


«,v 

Si done nous choisissons pour X la racine double de 

f3) A^ = A *4” 2BX CX^ = 0 

On aura aussi B' = 0. 

L’dquation transformee se r4duira done a 



u> 

On en conclut que z est de la forme 

z = <?(?) 

tp et <]> ddsignant des fonctions qui peuvent Stre quelconques, 

(d 

Ainsi la solution g^n^rale de I’^quation donnde. est 

2 = 9 (x 4- Xy) + y4-{x 4- Xy) 

X d^signant la racine double de (3). 

IV. — On. change les variables inddpendantes et la Jonclion en se 
donnant Irois relations 


X = f[tr v), y = 9 ((^ a, a), z — u, o). 

Ces relations jointes k la relation supposde z = F(x, y) per- 


5 
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mettent de considdrer quatre des variables comme fonctions des deux 


autres, par exemple j, z, v comme fonctions de u. Ort 

veut exprimer les derivies de z 


az 

az 


bX* 



au moyen des dirivies de v 



bV 

bv 

bh 



at* ■' ■ 

Si Ton avait explicltement 


z en fonction de t, u on aurait 


entre les d^riv^es partielles de z, les relations du problfeme 

precedent qui introduisent les deriv^es de x, y, z par rapport a u. 

Mais ces deriv6es partielles peuvent fitre connues puisqu il 
suilit de considdrer x, y, z comma des fonctions compos6es de a 
par rintermediaire de v. On a par exemple 

bt bl ^ bv * bt * bii au au * au 
a. 9 I 

a? bfi ^ btbv * bi bv^ \bt I bV * bfi 

Remarques, — lei encore, si Tequation E = 0 contientles derivees 
r 

de z jusqu'i Tordre n, T^quation transform^e les contiendra 

4galement jusqu’a Tordre n seulement. 


Nous avons suppose que les relations 4taient r^solues par rapport 
k x^ y, z mais cela n’est pas n6ces5aire : Si Ton se donne trois 
relations 

Jlx, y, z, I, «, tO = 0, ? = 0, ^ = 0. 

^ ^ a»r 

En les d^rivant par rapport k t on aura les trois d^riv^es - ^» 


ay az 
dl dl 


, etc... 


III. — 2» MfiTHODE : EMPLOI DES DIFFfiRENTlELLES 

On pent employer pour elfectuer les changements de variables 
une deuxi&me m4thode bas^e sur I’emploi des dilT^rentielles. 
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Prenons le cas d une fonction z de deux variables x, j, Supposons 
qu’on fasse le changement de variables defini par les trois Equations 

/(•r» r, X, Y, Z) = 0, <p(ar, y, z, X, Y, Z) = 0, ^ = 0 

Z elant la nouvelle fonction de X, Y. 

Diff^renlions ces trois relations en tenant compte que 


dz = do? + ~ dy, 




Enlre les trois relations dilT^rentielles ainsi obtenues^ ^liminons, 

soil le groupe de dilferentielles anciennes dy^ soit le groupe de 

0 

ditKrentielles nouvelles dX, dY ; nous obtiendrons par 

exemple, dans ce dernier cas, un r^sultat homogone en dx, dy, dont 


les coefficients d^pendront de ^ 


En fScrivant 


dX ’ i>y * d\ * d Y * 

que c’est une identity, on aura deux relations que Ton r^soudra par 

. . dZ 

rapport 5 • —. 

dx by 

Les relations donnent en outre dX, dY en fonction de dx, dy. 


Diff^rentielles secondes. — Ditferentions une seconde fois 

les relations de tranformation en remarquant que (sans specifier les 
variables independantes) 


dh = dx^ - 

bX^ 

" “ i )\2 


b^Z 

bxby 


dxdy 


by^ 


dr 


4- — a^x 4- — d^y 
ox by ' 


bZ 

bX 


dn. 


o,Ri 

Si nous rempla 9 ons dX, dY en fonction de dx, dy, les trois- 

Equations renfermeront d’une part des groupes homogenes du second 
degr«5 en dx, dy, d’autre part des groupes lin^aires en (Px, (Py, 

PX, PY. Les coefficients* ddpendront lin^airement des 

diverses dtirivees partielles secondes 

bh bh d^Z 

d®*’ bxby' ’** dY^‘ 

QL 

En dliminant PX, PY entre ces trois Equations on aura 
done un rdsultat de la forme 


kd^x -t- HPy 4- Ldx^ 4- 2yidxdy 4- Ndy* = 0. 
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y ^ 

Ce resullat devra etre identiquemenl nul. Les coefficients 

, P , , , c>Z dZ dZ 

A, B nedependentquedesd^riv6es premieres gy* 


Les Equations A = 0, B = 0 ne pourront que donner a nou¬ 
veau Ics relations enlre ces deux groupes de dtirivees. Ces termes 
disparailraient d*eux-m4mes sans inconvenient, si Ton supposait 
(Px = 0, (Py = 0, c’est-^-dire dx, dy constants. 

Les trois equations L = 0, M = 0,^ N = 0, donneront les 
relations entre les deriv4es partielles du second ordre 

ipy tPz d*Z 

ll sutfira de les resoudre par rapport aux premieres. 

En r6sum(5 : 

Ci> 

R6gle pratiq.ue. — DilKrentier les relations de transfor¬ 

mation en tenant compte que z est une fonction de x, j, et Z une 
fonction de X, Y. — Eliminerles differentielles nouvelles. — Annu- 
ler identiquement le r^sultat en dx, dy. 

Pour les d<^riv6es secondes, (en supposant = 0, (Py 0) 

dilT^rentier deux fois les relations de transformation. — EUminer 
les dillt^rentielles secondes nouvelles. — Annuler identiquement le 
r6sultat en dx^, dxdy, dy^. 


Applications. — Soil z une fonction de x, y admellant des ddrivies 
partielles 

(I) 


dZ 

djr’ dX*’ 

Inversernent on peat consid^rer x par exeniple comme fonction de z, y. 
Cette fonction admettrait des dirw6es partielles 

dx ^x d*x 
dz • iij* dz*' ’ 


(B) 


Calciiter les dirivSes da groupe (1) en fonction des dirioies du 
groape (II). 

Les nouvelles variables independantes sont done z, y et la 
iiouvelle fonction x. On a done les formulas de transformation 

X = z, Y = 7, Z = X. 
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dX = — dx 

bX 


bZ j 


dZ 


dX 


i® On diff^rentie 

dV = Jy. 

2® On 6limine les diff6rentielles nouvelles 

3® On annule identiquement le r^sultat. D’oii 


dZ 

5Y 


dY = dx. 


<0 


^ dZ 
dX dX 

Ge qui donne 


= 1 . 


dz ^ 
dy dX 


i)Z 

dY 


= 0 . 


— 

dX 


1 

aX 


az 


aZ 

’aZ- 

aX 


ou 


1 

P — p< 


,=-?• 


D^riv4es secondes. 


^ lii} a? 


1® On dilferentie deux foisles relations 

((/»x = 0, = 0) 

a*z 


a»Z 


dX» 




tl*Y = 0 

i,Y* + H- d*Y = 0. 


gp «^- -T- ^ ^ gY* " ‘ aX * aY 

2® On 4limine les differentielles secondes c/^X, 


<>X 


dx^ 


01 


. 2 dxdy 
bxby 






0 . 


3® On remplace dX, r/Y, en fonction de f/x, dy donates par 
le premier groupe de differentiations 


rfX == — dx -h dy, dY = dy. 

d3 dy 

> 

On annule identiquement le r^sultat. On obtient 

^ _ _ /d£ .2 d^Z d^Z ^ ^ 

dX^“ Ux/ dX dxdy dxdydX* da; * "YdY 

dZd*z__ /d2:\*d*Z _ ^ dz _d*Z _d^ 
dX dy* \dy/ dX* dy dXdY dY*' 
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c’est-6.-dire enfin 

1 „ OR —PS , Q*R-4-P*T — 2PQS 

r = — pi ® — p3 » * — ’ p» 


Transformation de Legendre. — Les relations que Ton se donne 
entre les anciennes et les nouvelles variables Muvent m^me conte- 
nir les d^rivdes des fonctions : c’est le cas de la transformation de 
Lefyendre. 

Consid^rons une fonction z de deux variables Xy y. Prenons de 
nouvelles variables X, Y et une nouvelle fonction Z d^finies par 
les relations 


(I) 


X = 


bx 
bz * 


bZ 


bZ 




bX 


bZ 

. y - z. 


Nous supposons que X, Y peuvent ^Ire consid^r^es comme deux 
variables ind^pendantes. 

Diffdrentions les trois relations 


(H) 



dX = dx 
bX^ 


b^Z 


bZ 


dY = - dx 
bybx 

|2 


b^Z 

bxby 

bh 
2 




dy 

dy 


dY 


bx^ 


dx 


b'^z 

bxby 


eij'] 


•' Ldxay 


dx 


bH 



2® Eliminons un groupe de dilf^rentielles par exemple 
dxy dy, Dans la troisifeme relation, les coefficients de x, y sont pr6- 
cisement rfX, dY, Elle devient 


jX-f-^dY = ardX+:)'dY. 

3“ En annulant identiquement ce r4suUat, on obtient 


dZ 

® “ dX’ 


dZ 

y~b\' 


La troisifeme des relations de transformation pent alors s’4crire 
„ bz bz itT dZ y dZ 

p 

On voit qu’il y a r^ciprocite absolue entre les deux groupes 
de variables a?, y, z et X, Y, Z. 
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* 

D^riv^es secondes. — Diff^renlions encore une fois en 

«apposant par exemple rfjc, dy constants. An lieu ^e dilT^rentier les 

V,«, 

relations II, nous pouvons aussi bien dilTerentier les Equa¬ 

tions qui ont EtE la consEquence d'une premiEre dErivation, c’est- 
E-dire 

dZ dZ 

®“dX' y — 

On obtient 

j _ d^Z jy &*Z jy j i)^Z d®Z Jy 

P . . 

Les ditr^rentielles secondes se sont done dlimin4es d^elles- 

imfimes. 

Rempla^ons dX, rfY par leurs expressions obtenues ci-dessus et 

(O 

■annulons identiquement ces rEsultats, nous obtenons 

. _d®Z A d®Z d*Z 

dX* dX* dXdY dXdJ 

^^ ^ d®Z a*z ’ 

aX® axay aXaY ^ 

P 

On voit se poursuivre encore la complete symElrie entre x, y 
•et X, Y, Pour simplifier I’Ecriture nous dEsignerons suivant I’usage 
les dErivEes partielles par p, q, r, s, t, P, Q, R, S, T. 

Les Equations s’Ecrivent 

1 =; rR + sS, 0 = rS ■+• sT 
0 = sU 4- <S, 1 = sS + rt'. 

Ces relations sont particulierement simples et ne dEpendent que 
•des dErivEes secondes. On en dEduit 

R _ _ S _ T _ J__ _ RT — S® 

( s r rt — s® 1 

On pent les rEsoudre soil par rapport a r, s, t, soil par rapport 
R, S, T. 


n _ ^*2 , d®z a®Z , a*z 
aYaX ax® aY® axay 
, _ ^ i>®Z . ■ 

aYaX axay aV® ay® 


IV. — TRANSFORMATIONS DE CONTACT 

Donnons-nous une surface z = f{x, y). Faisons une transforma¬ 
tion 


X = <p(x, y, z), Y = (}/(x, y, z), 


Z = 0(x, y, z). 
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A tout point de I’espace m{x, y, 2 ), nous faisons correspondre 
ainsi un deuxifeme point M(X, Y, Z). 

Les formules ddfinissent comme nous I’avons vu une transforma¬ 
tion ponctuelle. 

Si Ton fait decrire une courbe au point m, ^ le point M 
d^crira lui-m^me une courbe. Comme Ton a 

dX = 9/dar «i^dy -h dY = ^Jdx -+- •]fjdy -f- t/dz, 

dZ = ajdx 4- Oy'rfy H- Oj'dz. 

P P 

On voit que les rapports dX : dY : rfZ ne dependent que 

CO 

des rapports dx : dy: dz. Si done, h partir dun point Wp, le 

point m d4crit deux courbes tangentes, h partir du point trans* 
forrn^ Mo. le point M dderira deux courbes dgalement tangentes. 

De mSme k deux surfaces tangentes en un point, correspondront 
deux surfaces tangentes au point transforme. 

Donnons-nous maintenant des formules de transformation telles 
que 

X^<f{x,y,z,p,q), Y = <Kaj. ^ 2 , p, 7 ). Z =f){x, y, z, p. q) 

en supposant Z = /{x, y) {p, q d6signantlesd6riv6e.spartielles dez). 
Si le point m dfScrit une surface «, le point dderira en g<ineral 

son tour une surface S. II est facile de determiner la direc- 

tion du plan tangent en un point, donnee par les derivees 

partielles gy, «« encore donnee par une relation dilfe- 

rentielle de la forme 

AdX + BdY -h CdZ = 0. 

Pour I’obtenir, il suffit done de differentier les formules 

de transformation en observant que 

dz = pdx -+• qdy, dp — refer 4- sdy, dq — sdx 4- idy 

8 . 

r, s, t d^signant les ddriv^es secondes de z. On aura done 

dX = rf'dx 4- ^ydy 4- <i,{pdx 4- qdy) 4- <fr(rdx 4- sdy) 4 - <i^{sdx 4- Idy) 
c’est-Ji-dire 

dX — (tfj 4- Ffi 4- npp' 4- s^q)dx 4- (<fj 4- qf,' 4- s<fy 4- t<f,')dy ; 
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de mfime 

dY = -f- -f- -H s^q'ydx -h (4^/ 4- 4- s^p 4- 

dZ — {•• •)dx 4 “ (• • •)dy. 

L’elimination de dx^ dy donne sous forme de determinant, 
la relation entre dX, ^/Y, dZ. 

4- -H r^p 4- «cp 5 \ 9 / H- 99 ,' 4- s^p 4- dX 

- Vh - dY =0. 

- 4 - • • • 4- • • • dZ 

Cette relation est bien de la forme 

AdX -H BdY 4- C(/Z = 0 . 


Elle donne les derivees 

P 

On voit que, eii general, ces derivees dependront des 
valeurs des derivees secondes r, t au point considere de la surfacse 

to 

S. A deux surfaces tangentes ne correspondent done pas, en 

general, deux surfaces tangentes. 

Mais si, pour des formes donnees de (p, 5, les derivees premieres 

de Z n’avaient dependu que de x, j, r, p, 9 , on dit alorsqueles for- 
rnules de transformation definissent une t vans formation de contact 

(non ponctuelle si les formulas ne dependent pas seulement de 
r 

x^ y ,z). Si Ton connait seulement un point m d'une surface S 

et son plan tangent, on pent oonnattre le point translorme M et le 
plan tangent a la surface transformee. 

Application k la transformation de Legendre. — Or, e’est 

precisement cette circonstance qui s’est presentee dans la transfer- 

mation de Legendre, puisque nous avons trouve 



La tranformation de Legendre est done de contact et, commenous^ 
I’avons vu, elle est reciproque. 

Cela s’explique facilement, car nous allons montrer que e’est 
simplement une tranformation par polaires j 6 ciproques par rap¬ 
port au paraboloide — 2z = 0 . 

Nous savons qu’etant donnee une quadrique Q, on appelle 
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polaire r^ciproque d’une surface donnee S par rapport k Q, le lieu S' 
des points M\ p6les par rapport a Q des plans tangents k S. On pent 

aussi la definir comme Tenveloppe S' des plans polaires des 

difr^rents points de S. Les surfaces sont r^ciproques et S par example 
est le lieu des pdles des plans tangents k S'. ' 

8 , 

Nous devons chercher le lieu des p61es des plans tangents 
a une surface S, par rapport au paraboloide 

a2 _ 22 = 0. 

Soit y, z un point de S. Le plan tangent en ce point a pour equa¬ 
tion 

(1) C — 2 = p(? — ar) 4- q{r^ — y) 

Yj, coordonn^es courantes). Son pole par rappport au 

paraboloi’de sera un point X, Y, Z tel que le plan polaire de celui-ci 

X5 4; Yr, — (C 4- Z) = 0 

se conionde avec (1). On oblient ainsi 



p q z^px^qy 


<j’est«ii-dire 

X = p, Y = 7 . Z=px + qy — z. 

P’*i 

Ces formulas deilnissent bien la transformation de 

Legendre. 

Remarque. — 11 faut remarquer que, dans une transformation de 
contact non poncluelle, une surface peul ne pas avoir pour trans- 
form^e une autre surface. Dans le cas de la transformation de 

Legendre par exemple, si la surface primitive est un c6ne, le 

pole du plan tangent (qui passe par un point fixe) decrira une 

courbe plane. Plus g^neralement si la surface est developpable, 
r 

Liquation d'un plan tangent ne dependant que d un para- 
m^tre, le p61e de ce plan dticrira une courbe gauche. 

Si le point x, y, :: d^crit un plan, le point X, Y, Z sera fixe. 

Ces rdsullats s'expliquent si Ton remarque que, des formules de 
transformation telles que celle de Legendre 

X = p, Y = 7 , Z—px-^-qy — z, 
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on a pu deduire 

P=:x, Q=y. 

D’une fagon g^n^rale, et par definition, des formules donn^es 
X = <p(x, y, z,p,q)y Y = y, z, p, 9 ), Z = 0{x, y, 2 , p, q). 

r. ^ 

si ces formules definissent une transformation de contact, on 

doit pouvoir ddduire 

P = w(x, J, 2 , p, 9 ), Q == y {x, y, 2 , P, 9 ). 

p» 

Les trois formules donnees reviennent done, en fait, k cinq 

formules transformant non seulement le point j*, y, z mais les cinq 
variables cc, y, z, p, q c*est-a-dire I'ensemble d'un point et d’un plan 
passant par ce point. 

D’apr^s Sophus Lie, on donne a un tel ensemble, le nom d*« ele¬ 
ment de contact ». 

Se donner une surface (les coordonnees d’un point dependant de 
deux paramfetres) e’est se donner une infinite d*^lt5ments de contact 

4^,0 

dependant de deux parametres. On pent penser que I'ensemble 

des Elements de contact transformds, c’est-Ji-dire X, Y, Z, P, Q, de- 
pendront eux aussi de deux parametres* Mais il peut arriver que 

'I' 

certains de ces (Elements soient ind^pendants de Tun ou 

meme de deux de ces parametres. Si X, Y, Z ne dependent que d’un 

seul meme parametre (P, Q dependant (Sgalement de I'autre) 
r 

le point transforme (qui n’est qu’une partie de I'^lement) d^crira 
une courbe. S’il arrive que X, Y, Z soient indopendanls des deux 
parametres, le point restera fixe. 

On peut voit que dans cette conception de Lie, une courbe ou un 
point ne sont que des cas particuHers d une surface. 

TZ 

Une courbe par example definit bien une infinite d'elements 

TC 

de contact dependant de deux parametres. Un tel element 

dependra, en effet, d'abord de la position du point sur la courbe (qui 
depend d’un parametre) et ensuite de I’orientation d’un plan assu- 
jetti k passer par la tangente (orientation qui dependra d un nouveau 
parametre). 

De m^me pour un point : un point fixe ne depend d’aucun 

Garrus. — Cours de Calcul differentiel et integral. 


8 



114 COURS DB CAJLCVS. DBFF&aBNTiBL. ET INTEGRAL 

param^tre, mais si Ton veut oonsiderer un 41^menl de eontaci^ il 
faudra ajouter un plan pajssant par ce point (plan qui d4pendra de 
deux parametres). 

Si deux surfaces sont tangentes, c’est-i-dire^si elles ontun^^- 
ment de contact commun, par one transformation de contact, il leur 
correspondra en g^ndral deux surfaces tangentes. 

0 

Si ii Tune d’elles correspond une courbe, la courbe et ia 

surface transformee devront encore 4tre tangentes. 

0 

Si, aux deux surfaces correspondent deux courbes, les deux 

eourbes devront se rencontrer : elles auront bien ainsi un 

^I'^ment de contact commun coostitu6 par le point de contact 
commun et le plan des deux tangentes. 

Enfin, si Tune des transformees se reduit a un point, ce point 
dcvra se trouver sur lautre surface transformee. 



CHAPITRE IV 


FORMATION DBS EQUATIONS DIFFfeRENTIELLBS 


SOMMAIRE. 

Elimination des consianies : Equation diff4rentielle des coniquea. 

EqaalioM aux difivies partUllffs : filimmation de Conctions arbiUakea. Applications: 

G^lindres, <;6nea, surfaces de revolution, fonctiona homogdnes. 

Elimination de fonctions arbitraires dans le cas de plusieurs Equations : surfaces regiees, 

surfaces developpables. 

^rtant donn4e une fonction (Tune ou de plusieurs variables ind^- 
pendantes, nous pouvons calculer, par des proc6d4sde calculd^ter- 
min4s, les d6riv4es successives ou les d4riv4es partielles des divers 
ordres. Elies ne d4pendront que des variables independantes, de la 
fonction, et des d4riv4e3 d’ordre ant4rieur (s’il s’agit de fonctions 
implicites'). 

On peut former des combinaisons entre ces diverses 4quations 
d4riv4es; on obtiendra ainsi de nouvelles 4quations auxquelTes satis- 
fait la fonction de d4part. 

S’il n’y a qu’une seule variable ind4pendante, on dit que r4quation 
obtenue est une 4quation difF4rentielle ; r4quation est d'ordre n si 
I’ordre le plus 41ev4 des d4riv4es de j qui y figurent, est n. 

S’il y a plusieurs variables ind4pendantes, on obtient une 4qua- 
tion aux d4riv4es partielles. 

Exemple. — La d4rivation des fonctions simples, des fonctions 

P 

d4pendant de radicaux ou transcendantes, n’introduisant que 

des fonctions de m4me csp4ce, on voit que, par des combinaisons 
entre les diverses 4quations d4riv4es, on peut faire disparaitre ces 
radicaux ou ces fonctions transcendantes. 

Consiid4rons. par exemple la fonction y = arc sin x. On 

aura 

^ d= v^l — x* 
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En ^levant au carr6 

( 1——1 = 0 

p . 

la fonction transcend ante a disparu. D^rivons encore une fois^ 
on obtiendra 

(1—a^)/-xy = 0. 

On pent, k son tour, deriver cette Equation autant de fois 

P 

qu’on le voudra, et sa forme lin^aire s’y pr4te particuli^re 

ment, par Tapplication de la formule de Leibnitz. Ea 

ddrivant n fois, on obtient 

(1 — — n[n — 1)^’’ — ' -f- ny^) = 0 

ou 

(1 — — ^2n l)xj” — n^y^^ = 0. 

Ge sont Ik de noiivelles Equations auxquellessalisfait la fonction j.. 
Cette relation permettrait de calculer de proche en proche les 
d^rivies successives. Pour la valeur particuliere elle se r^duit a. 

jn+2 = ;,2vn. 

Comme on a Jq = 0, toutes les derivdes d’ordre pair sont 

nulles. 

Comme Jq' = ± 1 , on a 

Vo"' = ± yl = 3^' = ± 12.32 

et de proche en proche 

yZui-i =±: 12 . 32 ...( 2 n —1)2. 

I. — Elimination des constantes 

Consid^rons une Equation F(.r, y, ci, r 2 , • • • Cn) = 0 contenant,. 
outre les variables x, y, n constantes auxquelles on puisse donner 
desvaleurs arbitraires et que nous appellerons des param^tres. En 
donnant a ces constantes toutes les valeurs possibles on obtient une 
infinite de fonctions distinctes, dependant de n constantes arbitraires. 
Toutes les derivdes successives de y ne d^pendront que de ces 

V 

On peut concevoir que Ton puisse les 


memes constantes. 
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^liminer en prenant un certain nombre ({’equations d4riv4es. Nous 
allons montrer que toutes ces fonctions y satisfonl h une 
•equation diiTdrentielle dc Tordre n au plus. 

D^rivons en effet 1’Equation n fois. Nous obtiendrons 


dx by ^ 


. b^F , b^F bF „ . , 

2 - y - 2 y * H- y = 0, etc. 

bxby^ by^'^ dy*' 


Entre T^quation proposee et ces n equations d^rivees, on peut, 
dans tous les cas, eliminer les constantes ci, c* • • • Cn. On obtiendra 
au moins une Equation de la forme/(a?, y, y', ... y«) = 0 i laquelle 
satisfont toutes les fonctions de la famille. 

Consid^rons par example les fonctions 

Ci 

y = c,x-h 

En derivant deux fois on obtient 

I Ci n . 2ct 

y — ^ y p-- 

L’^limination de c^, Cg donne 

xY -h ary' — y = 0. 

Equation diff^rentielle des coniques homofocales. — Ces 
coniques ont pour equation 

ynrx iT^ = 

A, B 4tantdes constantes d^termin^es, X une constants arbitraire. 


En derivant, on obtient 


X 

A 4- X 


yy^ 

B + X 


l^liminons X entre (1) et (2). On a 

X __ — y/^x-^yy' 
a4-x~B + x'~ a — B' 

1 1 

D’ou en portant dans (1) les valeurs de IT^rx 

(x -+■ yy')(,xy' — y) = (A — B)/. 

Telle est I’^quation cherch^e. 
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Utiuatim difUrentidle des<eoin 4 nes giSiiteaies. — Cette ^quAlioik 
a obtenee par Haiphen de ia mani^iie sutTaoie soub iuw ferme 
remarquable. 

L'4quation g4n4rale d’une conique pent s’^crire 
y ■= ax b + mx^ -h ‘Inx + p. 

0 (Tl 

Bile d^ptend de <<anq cooslantes arbitraires. 11 fau- 

dra done d^river cinq fois pour pouvoir ^liminer loutes les cons- 
Si 

tantea. Gn dfirivant une premifere fois 

, . mx -‘h n 

y = 0 -f- .^.. — . 

2nx 

En d^rivant une seconde fois, il reste^simplement 

/ = — 

{mx^ H- 2nx -h p)^ 

p u> 

On remarque que les paramfetres a, h ont disparu. L’4qua- 
tion diffdrentielle ne d^pendra done que de y" et dies d^riv.^es isa^p^- 
a,v,Ri 

rieures. L*6quatioii ci-dessus s’^crit 

2 I 

•msc* -ih 2nx -4- ,p = {n\p — » j"*». 

P . 

Le premier membre estun polyndmedu second degr6(sim;zf 0), 
r, 

Si done on derive trois fois, les constantes m, n, p seront 615- 
min6es d’elles*m6mes. L’6quation dilT^rentielle de la famille dea 
eoniques •s’^ficrift deme 

^2 

Si m = 0, c’est-Si-dire si les coniques sont des paraboles, 

deux derivations suffisent. On obtiendra 

[/-r=o 

ou en explicitant 

5y"» —3/j"=0. 

On pourrail du reSle, sans trop de difficultes, dliminer a, b, c, d, e 
en partant de requatiem gen^rale 

ax* + 2bxy + cy* -H 2dx -§-l2ej' -+■ f— 0. 
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^1 ... . - 

On arrive immediatement par trols d^rivalions h 

{a -h 2by 4- c/2)j'" — 3(6 4- cy')y’^ = 0 
P 

d, e, J ont disparu. 

a 

^ Puis en isolaut (a 4“ 2%^ + et derivant, on dtl&mine a ; en 

posant Y"“s == Z et d^rivant encore une fois, Tequaiion 

transform^e se reduit ^ Z"' = 0. 

II. — Equations aux DfiravfiES partielles 


Si Ton a une fonction c do n variables ind^pendantes xi^ ^C 2 , • • • Xn 
deficde par F{j^^ a? 2 , - - • z) = 0, on peut ^alement ealcalier les 
d;6fivt^es paritielles des divers ordres de la (oDclion z. En formant 
des combinaisons entre les diverses equations ainsi obteiniues, on 
obtiendra des relations plus gdmdrales entre les variables, xt z et les 
diverses d^rivdes partielles de z. On dit qu*on a une Equation aux 
d6riv4es partielles d’ordre n, si T^quation depend des d^rivi^es 
du n'*™ ordre au plus, 

Elimination de consiantes. — De m4me que dans le cas des 
fonctions d*une seule variable, si Ton a une Equation de la forme 

F(Xi. 0^2, •• • Z, Cl, C2, . . . = 0 

dfefinissant une famille de fonctions dependant de m constantes arbi- 
traires, loules les Equations partielles derivdes dependent de ces 

m4mes consiantes; il est possible, par leur elimination, 

d’obtenir des Equations aux deriv^es partielles d’un ordre sufll- 
samment ^leve auxquelles satisfonttoutes les fonctions de la fanulle. 
Si 

En d^rivant une fois par rapport k toutes les variables on 
obtient n Equations; en d^rivant deux fois, on obtiendra 
i§quations nouveLLes dormant toutes les ddrivdes partielles du second 

8i ^ 

ordre. En d^rivant q fois, nous avons vu que le 

nombre d^^quations distincles (dgalaunombre des deriv^es partielles 
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d’ordre q) est 4gal 4 nombre total 

d’4qualions ainsi obtenues sera done 6gal 4 


a, 5, 


N = 1 + n 4- 


n(n 4- 1) 
1-2 


n(n-h q — 1) 

1 *2 • • • 


11 sufBra que ce nombre d^passe le nombre m de cons- 
tantes arbitraires. On obtiendra au moins (N — m) Equations aux 
d4riv«?es partielles d'ordre q auxquelles satisferont toutes les fonc- 
tions z de la famille 4 m param4tres. 


Elimination de fonctions arbitraires. — On pent non seulement 
climiner des constantes arbitraires mais aussi des fonctions arbi> 
traires. 


Cas de deux variables inddpendantes. — Prenons d'abord le cas 
de deux variables ind4pendantes x, y et consid4rons les fonctions 
d^flnies par 

y. ?i. (“). <ps!(P). • • • ) = 0 


a, |3, • • • X, d4signant des fonctions donndes de a:, y, 2 , fi, ft, • • ‘ ft 
des fonctions de forme inconnue et arbitraire. Toutes ces fonctions z 
forment ain.si une famille dependant de k fonctions arbitraires d’une 
variable. 

Nous allons monlrer qu'elles salisfonl louies a an certain nombre 
d’dqualions aux dirivies parlietles bien dilerminSes. 

aV 

En derivant une premiere fois par rapport k a?, y on obtient 
deux Equations nouvelles telles que 

dF . dF dz ^ ,/boLd 2 bz\ , b¥ ,/d& , dp dz\ , ^ 

-1-- -j-a w . ^.j-- \ M ^ \ . .=:0* 

dx dz dX dcpi ^ \dx dZ dx/ d^a ^ \dX dZ dX/ 


Mais ces Equations introduisent les k nouvelles fonctions 

inconnues 


En derivant une deuxi^tne fois, on obtient trois nouvelles 
Equations, mais on introduit (avec les d6riv6es partielles du second 
ordre de z) k nouvelles fonctions inconnues 
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En d^rivant q fois, on aura un nombre total d’^quations ^gal 
E = l + 2 + -.--t-(</-Hl) = 


ot un nombre de fonctions inconnues k^q + 0- nombre 

d'^quations sera sup^rieur au nombre d'inconnues si y + 2 > 2/iV 
o’est-Si-dire si > 2(A: — i). En ^liminant toutesles fonctions in* 

<jonnues on obtiendra (^ + 2 — 2k) Equations aux d^rivees 

partielles d’ordre q. En particulier si q = 2k — 1, on aura k Equa¬ 
tions aux dErivEes partielles d*ordre 2/c — 1. 

Cas de n variables indEpendantes. — Prenons main tenant le cas 
gEnEral. Considerons les fonctions z dEfinies par une Equation de la 
forme 

(1) F(Xi, Xa, • • • Tn, Ofa, • • . 

?2(Pli Pj * • • ?«-t) • • • ^81 • • • ^n-l)) = 0, 

ou cciy /3i» /32> • • • /5n-i, etc., dEsignentdes fonctions don- 

nEes de rCj, • * * ^^9 ?i» ? 2 > • * • fonctions arbitraires de 

ft — I fonctions au plus. II faudra Eliminer toutes ces fonctions (pi> 

Derivons celte Equation (1) success!vement q fois par rapport k 
toutes les variables. Nous aurons un nombre total d’Equations 
4gal k 


N = 1 + a -f- 


n(n -h 1) 


n{n -4- 1) « »« (/I 4- 7 — 1 


Dans ces Equations figurent : 

a?!, ajg, • • • cca, 2 : et les dErivEes partielles de z jusqu i Tordre 7 . 
2° La function et ses dErivEes partielles 

dai* dofa * 

jusqu Tordre 7 , la function (pa et ses dErivEes partielles, etc. Le 
nombre T de ces derniEres quantitEs sera en dEsignant par k le 
nombre des fonctions arbitraires 
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En doonant g des 'valears su«cessiEes 1, 2, 3< • • il arriviera n 6 - 
cessaircment un moment ou le nombre N d’^quations d^passera le 
nombre T de fonctions inconnues. 


Car si I’oB change ry en ly + 1 le nombre d’^quations s’accroit de 
el le „„mbre Tde k 

Cette dernti^re quantity sera infdrieure k la prec^ciente si 


^(n — 1 ) < fi 4“ 7 , 7 > k{n — 1 ) — «. 

( 1 ) 

Done des que 7 surpassera cette valeur, le nombre N croi-^ 

tra plus vite que T et finira par le depasser. A ce moment on pourra 
dliminer toutes les fonctions inconnues^ et il restera au moins N — T 
Equations contenant les d^riv^es partielles de ^ jusqu’k Vordre 7 . 

R^ciproquement, on voit que, ^tant donndes ces Equations aux 
d^rivdes partielles, il existera des fonctions z qui y satisfont et qui 
pourront ddpendre de k fonctions arbitraires de (n — 1) variables. 

^ . P 

On entrevoit des maintenant quel est le haut degr 6 de 

dies solutions d'une equation aux d 4 ri\^es partielles et par 
suite quelles difficult^ pent comporter le probleme de ia nedberche 
des fonctions satisfaisnnt h des ^nations aux derives partielles 
donndes. 


Applications. — x, y d^signant deux variables indiSpendantes, 
considdrons les fonctions z donnees par une relation de la forme 

p -h ^(a) = 0 

a, ^ designant des fonctions donnees de x, y, z\ y une fonction* 

p, ^2 

arbitraire. C’est une application directe du cas pr^eSdent. 

D’ailleurs, T^quation peut s’<5crire sous forme plus gSn^rale 

a 

vp(a, = 0. En di^rivant par rapport St x, y on aura 

ba \bX bZ bXj bp \^X bl bxl 

da \dy d? \dy by) 

Ce sont deux Equations nouvelles n’introduisant qu^une seule 
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i2^ 


foQction inconnueruouvelLe, le rapport ^ 
on obtiendra 


(0 


En r^liminant 


da da 

bz 

* 

da 

dX bZ 




bz 


dX d^ 

* bX* 



bZ 

bz 


bj 

b^ 


= 0 . 


V, ff 


On pouvait d’ailleurs 6crire im-raediatefniient cette relation^ 

Elk exprim-e .qne le Jnoobien des fonctions a, ^ de y 
{.z ^tant auppas6e fonction 4e x, y) est ndi : oe qui devait -6bre 
puisque les fonctions doivent Stre li^es par une relation. 

Sguation aux d4riv^es partielles das cylindres. — Un cylindre 
est engendr^ par le deplacement d‘’une droite qui reste parallele k 
une direction 'fixe et qui est assujettie k une autre condition; Ten- 
contrer une courbe directrice, 6tre tangente a une surface, etc. 

Si a, 6, 1 sont les paramelres directeurs de ia direction fixe, les 
Equations d’une g^n4ralrice sont de la forme 

X = az p, y == 9 

p et 9 sont variablest En 6crivani que cette droite satisfait k la condi* 
tion supplenaentaire, on obtiendra une relation de la fonne F{pn y)=0. 

On obtiendra TEquation du cylindre en i^liminant pelq entreles 
Equations de la generatrke et cette equation de condition, ce qui 
donne I’^quation 

(1) F(a; — az, y — bz) = 0. 

P 

On se Irouve bien dans le cas que nous avons traik. Gelte 

Equation exprime qu’il y a une relation enlre les deux fonc- 

... 

Leur determinant fonctionnel 


tions X — az, y — bz de x, y. 
est done nul, ce qui donne 

bz 


1 


- 6 


bx 

bz 

bx 


1 — 6 


bz 
\ — 
by 

bz 


= 0 


ou en d^veloppanl et simplifiant 
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Telle est I’^quation aux d4riv4es partielles de la famille de 
cylindres dont les generatrices sent paralleles h la direction donnee. 

Si r on considere le plan tangent en un point x, y, z de I’un quel- 
conque de ces cylindres 

Z-z = (X-.)^-i+(Y-y)|. 

a 

r^quation exprime que ce plan tangent reste paralfelle k 

la direction fixe des generatrices. On retrouve la propriete connue, 
mais de plus, comme nous demontrerons que toute solution de 
i’equation (2) est de la forme (i), on voit que cette propriete est 
caracterislique des cylindres. 


Equation aux derivees partielles des cdnes de sommet donne. — 

Si ^Qf yo* h sont les coordonnees du sommet, les equations d'une 
generatrice sont de la forme 



y — yo 

z — 


m et /I eiant variables. En exprimant que cette generatrice 

salisfait i la condition suppiemenlaire qui definit le c6ne, on trou- 
vera une relation de la forme F(/n, n) = 0. L^equation de la surface 
s’obtient en eliminant m, n entre les equations de la generatrice et 
cette equation de condition, ce qui donne pour la surface Tequation 


( 1 ) 

\Z--Zo z — zj 

L’equation aux deriv6es partielles des c6nes est done 


'Ox—-Xo V — ^0 0 oil 


'(y—yo) 


y 

I _ 

Ou en d6veloppant et simpliflant 


2 — Jo — (-E — Xo’S^ 


(J- JoT 


dZ 

dX 


-(X-Xt)-- 

_ __ 

(j — Hf 


z 


^0 —O'— 

(j — I 



(2) (at —x»)—-h(y ——(z —Zb)—. 0. 

Cette Equation exprime que le plan tangent en un point 

passe par le point fixe y^, z^. Comme nous demontrerons que toute 
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(0 

solution de T^qualion (2) est de la forme (1), on voit que cetle- 

propri6t6 est caracterisliques des c6nes. 

Surfaces de revolution d’axe donne. — Soient - = - les 

equations de Taxe de revolution OR. La surface de revoluljon 

pent etre consideree comme engendree par un cercle dont le plan 
reste perpendiculaire a OR dont le centre est sur cet axe, assujetti 
en outre k une condition supplementaire : rencontrer par exemple 
une courbe fixe generatrice. 

Un cercle, parallele de la surface, est defini par rintersection 
de son plan et d’une sphere de centre quelconque sur Taxe, en parti- 
culier de centre origine. 

Les Equations du cercle generateur sont done de la forme 

(1) ax -h by -h cz — /t, = R*. 

Si ce cercle rencontre la courbe gcndratrice 

(2) y, z) =. 0, y, z) = 0. 

^1 

les equations (1), (2) doivent avoir une solution commune 
en X, y, z. En ( 51 iminant x, y, z enlre elles on obtiendra done une 
relation de la forme 

(3) V(h, R2) = G. 

L’equation de la surface de revolution s’obtient en eliminant A, R 
entre 1 et 3 ce qui donne 

(3') F(ay -f- by cz, -j- y^ z^) = 0. 

On est done encore dans le cas d’application de la mdthode. 

(0 

L’equation aux ddrivees partielles des surfaces de revolution 
est 

y _A 

^ axbycz^ 

e'est-a-dire 

(4) {cy - bz) + {az — cx) — (bx - ay) = 0. 

C*est requation cherchee. 
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Pour obtenir la signification g4om4trique de cette Equation, 

* V 

il faut 4videmment introduire lea- gdomdtruiaes qm 

dependent de ^ c’est-i-dire, soil le plan tangent, soil la 
normale. L’<5quation du plan tangent en un point est 

(]C_»!H+(Y_ri|_(Z-z) = 0. 

(T 

L'dquation ci-dessus exprime que ce plan tangent est 

perpendiculaire au plan 

XCcy — bz) + Y(az — ex) -t- Z(ix — ay) — 0. 

? 

Or ce plan passe par I’axe. de revolution, et par le point 

x,y,z: c'est le plan meridien du point M’. On retrouve une proprietd 
connue, mais, de plus, comnae nous montrerons que inversement 
toute solution de I’equation aux derivees partielles est de la 
forme (3'), nous en ddduirons que toute surface telle que le plan 
tangent en un de ses points, soil perpendiculaire' ecu plan passant par 
le point el une droile fixe, est une surface de rdvolution admettant 
la droite pour axe. 

Si on avail pris les Equations de la normale 
X—X ^ Y—y 

dZ ^ — 1 

dx ay 

on verrait aisdment que I’dquation (4) exprime que cette normale 
rencon4re I’axe. 


Equation des fonotions homogines. — On appelle fonction homo- 
»6ne z de deux variables x, y, toute fonction de la forme 

r = x>»<pg). 

est le degr^ d*&omog6n6il^ ; (f ^tant variable, cette forme 

, Z y 

expriiwe^qu’il y aune relation entre 
Leur determinant fonctionujel est done nul, ce qui donne 


X — —>mz 

dX 




dZ 


5 


= 0 


^ - 


X 
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-c’est*i-dire 



y 


dz 


~ mz = 


0 . 


TeHieefltF6(|iiation aux diriv^espartielles des fonclionshowiog^ines. 

Remarque. — Nous avons pousse le calcul des derivations jus- 
<ju’& obtenir un nombi e total d’equations N superieur au nombre T 
des fonctions inconnues et nous avons obtenu, au moins^ N — T 
Equations. II peut en effet arriver que les T fonctions iaconnues se com* 
binent en des groupements d’un nombre total inf^rieur k T. En con- 

r 

siderant ces groupements et les eliminant, il pourra done 

arriver soit qu’il ne soit pas necessaire de deriver q fois, soil que Ton 
obtienne un nombre d’equations sup^rieur a N — T, II n’est pas 
possible de connaitre a porinri le nombre de derivatiems atxxquelles 
on sera tenu et par suite Tordre des equations aux derivees par- 
tielles auxquelles on aboutira. 

Soient par exemple les fonctions definies par 



Elies dependent de deux fonctions arbitraires <p, t|». II semble 

qu’il faudra deriver trois fois pour obtenir, au total, dix equations 
qui permettvont Telimination des huit fonctions 

f 


et donnierant deux equations aux derivdes partieWes du troisifeme 
ordre. Nous allons voir qu’il n’en n’est rien„ les fonctions inconnues 
s’introduisant par certains groupements que Ton peat elimimer. 

Pbsons en effet pour abreger ^ ^; en derivant par rapport a 

X. y on obtient 


P 

(3) 

<J„a 


p = + z,' X ^, 




On n’a introduit que le seul groupeinent z/. 


En 41iminant z/ on obtient 
px + qj — 

Des Equations (1) et (3), on d^duit aloes ^ 




px + qy — m 
x”> 



px-}-qy—mz 
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Mais ^ fonctions de la mSme variable^ 


sent fonctions Tune de Taulre. 
On oblient done T^qualion 


Leur Jacobien est done nuL 


0 ""’^ . ‘ =0 
px 4- 9v — px qy — mz 

“i’" ~ ■’ 


ou plus simplement 


D'’ 1 = 0. 

px qv — mz y 


En la ddveloppant, elle s’ecrit 

rx* + 2sxj' -h iy^ -f- (px -}- qy) (1 — n — m) -I- mnz = 0. 

p . 

On voit qu’on n’obtienl qu’une seule Equation aux deriv^es 
partielles du deuxieme ordre. 


III. — fiLlMINATION DE FONCTIONS ARBITRAIRES 
DANS LE CAS DE PLUSIEURS EQUATIONS 


Soient deux fonctions z, i de deux variables ind(^pendantes y 
d 6 finies par deux Equations de la forme 

F(i«, j» ?i(0» • • • ?n(0) — 0 r> ?i(0» • • • ?»(0) = 0 

91 , (pi • • • (pn ^tant des fonclions de t qui peuvent Mre arbitraires. 

Si, en particulier, par I’dlimination de t, on deduisait de ces deux 
Equations Texpression dez, onaurait une famille de fonctions d^pen-^ 
dant de n fonctions arbitraires d'une variable, 
a, ^ - 

Nous allons monlrer que toutes les fonctions de cette famille 
satisfont k une m^me Equation aux d^rivees parlielles. 
a 

A cet effet en d^rivant la premiere par rapport a x nous 
obtiendrons 

‘2E 4 - 4 - _0 

^^x dZ dX bi dX 


II est inutile d’expliciter 
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Nous d^signerons, pour abr4gcr, par la notation D*F I’expression 

dx dz dx 

C’est la d6riv4e par rapport k x de F, comme si I 4tait une cons- 
tante. L’4quation pr4c4dente s’4crit done 


D,F 


dF ^ ^ 
M dx 


= 0 . 


De meme en d^rivant par rapport a y 

j^F bt 


D,F 


3t, V 


bt by 


= 0 . 


obtenons 


- ■ri 

Entre cesdeux Equations nous pouvons ^liminer — et 

bt 


nous 


D.F. 


dl 

dX 


D„F, — 

’ <V 




Nous pouvons op6rer de mfime sur Tc^quation ; nous obtien- 
^drons 

bj^ 
bX 
bt 




= 0. 


Entre ces deux dernieres Equations, 




nous pouvons eliminer 


le rapport . II viendra 

* ^ bX by 


p> 


D.F. 


D,F 


DyF, 


= 0 = F,. 


G’est 1^ une nouvelle Equation Fg = 0 d4duite des Equa¬ 
tions (1) (2) qui ne depend encore que de fi, fa, • • • ; elle intro- 

duit les ddrivees premieres de mais pas dautre element nouveau 

8 , 

En opdrant sur F = 0, Fg = 0 comme nous avons opdrd 
sur les deux premieres, nous obtiendrons 


D.F. 

D.F„ 


D,F 

D,F, 


= 0 = F,. 




est une nouvelle Equation Fg = 0 ne dependant toujours que 
Carrus. — Gours de Galcul diff^renliel ct integral. 9 
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des mSmes ^Idmeats et introduisant les d^rivdes partielles secoodes 
de z. II estbien Evident qu’en opdrant sur Fj, Fj comme sur F etF,, 

'P 

nous obtiendrions une Equation qui se d^duirait de Fg =» 0, 
F,«0. 

8 , 

En continuant ainsi n — 1 fois, on obtiendra au total 
n -)- 1 Equations entre lesquelles on pourra, de toutes fa$ons, 
^liminer les n fonctions inconnues f*, • • • f». On obtiendra au 
moins une Equation dependant des d^riv4es partielles de z jusqu'^ 
I’ordre n — 1. 


Application anz surfaces rdglics. — On appelle surface r^gl^e 
toute surface engendr4e par le d^placeiuent d’une droite. 

Les Equations de cette droite sont de la forme 

F = a: — mz — n = 0, Fx = y — pz — q = 0 

m, n, p, q sont des fonctions d’une autre variable t. On se trouve 

8 . 

done bien dans le cas pr^c^dent. L equation Fg =» 0 est 

I . bz dz I 

1 — HI — m ~ 


dZ 


ou en d4veloppant 
(3) Fs = m 

L’6quation F, = 0 serait 


A r\ 
p -1—0. 


1 — m 




Envertude (3), nous pouvons remplacer les ^l^inents de la 

premiere ligne par P ^ simplementpar p, — m. L’^qua- 

tion Fg est done 


dFj i>Fg 

m —- 4- p —- ■■ 
bx by 


ou enfin, en d6veloppant 


F3 = m» 


s 0-Z 
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De m^me Inequation 


m 




^3 


0 sera 
= 0 = F4. 


II est bien Evident que le r^sultat sera homogSne et du Iroisi^me 
degre par rapport k m^j). Entre les equations 


F = 0, Fj = 0, 


0, Fa = 0, F4 = 0 


nous pouvons maintenant fiTiminer les fonctions arbilraires 

P 

m, n, p, q. Mais on remarque que les'Equations F 3 = 0, F 4 = 0 

ne dependent que de /m, p et sont homogenesen p. On pent done 


m 


entre ces Equations, ^liminer le rapport - 

P 

L’i4quat)ion aux d 6 riv 6 es partielies 
d6riv(5es secondes et troisiemes de s. 


ne dependra que des 


Cas pariiculier des surfaces ddveloppables. — Une surface deve- 
loppable est Tenveloppe d’un plan dont F^quation depend d’un seal 
paramfetre. Si Tequation de ce plan est 

(1) 2 = ma? - 4 - nj p 

(m, n, p, fonction d’un parametre /), on obtiendra comme on 

le salt, Fenveloppe, en adjoignant a cette Equation F^quation 
d(5riv6e 

(2) m'x -h ny -h p^ = 0. 

9 

On peut dire que les Equations (1) (2) ddfinissent deux 

fonctions z, t des deux variables x, y. 

Reprenons la formation des Equations F 2 = 0 , etc. En d^ri- 

vant ( 1 ) par rapport k x nous obtenons 

g = m + (m'x + tiy -h p') 

P 

Or, en tenant compte de (2) cette Equation $e r4duit ii 
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On obtiendrail de m^me 


w_ 


Ainsi, par le proc4d^ que nous avons appliqu^, on obtient, 

dans ce cas particulier, non pas une, mais deux Equations nouvelles. 

p,R> 

D'ailleurs d aprfes ces Equations, on voit que n, m 6tant fonc- 

tions de la mSme variable t sont fonctions Tune de I’autre. 

Oi 

On peut done conclure imm^diatement 


c’est-Ji-dire 


D**-' . =0 

bz Oz 
bx by 


rt — s* = 0. 


Telle esl T^quation aux deriv^es parlielles des surfaces d^velop- 
pables. 



CHAPITRE V 


SERIES — SERIES DE PONCTIONS 
SERIES ENTI^RES 


SOMMAIRE. 


Un 


Series mm6riqeLes : Th. fondamental A < yii d'Alembert, do 

1 1 

Cauchy.— S4rie — S6rio • — Regie de Duhamel* — Regie de Gauss, 

— S4rie hypergeometrique. — Th4orAme de Cauchy. 

Series d termes quelconques : InRuonce de Tordre des termes. — Sdries absolument 
convergenles. — Sdries convergentes. 

MuUiplicalion des SMes, 

Siries doubles : Exemple de Arndt. 

Series de fonciions ; Scries uniformdmenl convergenles. — Continuild, integration, 
ddrivation. 

Sdries entieres : Conlinuite. — Points du cercle de convergence. — Sdrie intdgrde, 
ddrivde. — Formula de Taylor. 

Sdries d deux variables : Region de convergence. — Series ddrivdes. — Formule de 
Taylor. 

Sdries de Series : Racines infiniment petites d'une dquation-sdrie. — Cas de plusieurs 
racines nulles, — Formule de Lagrange. 


I, — SERIES NUM^RIQUES 

Nous supposons connues la definition et les proprietes elemen- 
taires des series num4riques. Nous nous contenterons de rappeler 
les principaux r^sultats. 

Caractdie g^n^ral de convergence. — ittant donn6e une suite 
de quantit^s u^, Ug, • • •, w» bien d4termin4e, en nombre infini, 

on consid^re les sommes successives 

S, = M|, Sj = Ui -|- lltf • • • 


S„ = ui + (ij • 
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On dit que la s4rie (u) est convergente, si la suite S^, Sj, • • • Sn, • • • 
Sn+p tend vers une liniite finie et bien d^termin^e S. 

Alg^briquenient, cela peut se traduire de deux manieres l^gfe- 
rement difKrentes. 

t: 

Etaiit donnde une quantity s, on pourra lui faire corres- 
pondre un entier N, tel que, pour toute valeur de n (?gale ou sup6- 
rieure h N, on ait | S — Sn | < £. Cela suppose la connaissance de S* 

2" Elant donn^esiy on peut Fui faire eorpespondreun entier N tel que 
pour toute valeur de n ^gale ou ftup4rieurea N on ait | Sn+ji — Sn [ < 
quel que soil p, les quantites devant tendre vers z6ro lorsque N 
augmente indefiniment. 

. . P 

En particulier, on devra avoir 

I I < e„ c’esl-a-dire | | < 

to 

Une condition neceseaire de convergence est done que le 
ternie g^n^ral tende vers z^ro. Cette condition n’est pas suffisante 
comme le montre Texamen de la s^rie harmonique. 

Series & termes quelconques. — Dans une s^tie determinee, Si 
termes quelconques, les signes, comme les valeurs absolues des 
termes, se suivent suivant une loi bien determin^e. En g6n6ral, 

a 

il sera possible de grouper les termes de mani^re que chaque 
groupe de termes soit constamment positif (o<u constainment negatif) 
ou alternativement positif et 

Prenons par example la s^rie 

132132 1 3 2 

6 ■* ^ 3m -h 1 ” 3m + 2 3m -h 3 

at 

On peut grouper les' termes de trois en trois et consid4rer 

la s^rie 

_ _ 3 2 __ 3> n—1 

3fro 4- i 3m! -It- 2 3m -t- 3 (3m -+- 1)(3m -t- 2f)(3m -h 3) ' 

tti 

La serie Un sera ^videmment convergente en mfime temps 
que la s^rie Vin:, le* hevnae g^n^aL de (a) iendant vers a^rovNous ver- 
rons que cette s^rie v eait eioatvergente. 

L Series altern4es. — Si fes termes (Tune s^rie sont alternative- 
meat positifs et ndgatifs^ si de plus les valeurs absolues des termes 
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d^CToissent constamment et tendent vers z4ro, la s^ric est canver- 
gente. 

II. Si la serie for aide par les valeurs absolues des termes est con- 

vergente, il en sera certainement de mdme de la sdrie pro- 

posee, qui est alorsditeabsolumentconvergente. Mais il pent arriver 
que la serie donnde soit convergente sans que la sdrie des valeurs 
absolues le soit : la sdrie est alors dite semi-convergente. 

Ge thdordme, aussi bien que la remarque faite sur les sdries k 
termes quelconques, montre Tutilild d’dtudier d*abord les caracteres 
de convergence des series a termes positifs. 


Sdries & termes positifs. — Le thdoreme principal dominant toute 
la thdorie des series est le suivant : 


Th^:or^:me fondamkntal. — £ltanl donnas deux series a n, si i partir 

d'uri certain rang^ le rapport ^ resie constamment compris entre deux 

a ” ® 

limiies fmies A, B, (A < B), les deux sdries sontde meme nature. 

En particulier si Un < si la serie v est convergente la sdrie u 

Test aussi (on a dans ce cas 0 < < I). 

Une condition ndcessaire de convergence est que u» tende vers 

1 

zdro; Ufi doit done dtre un infinknent petit avec -. Si Ton 


prenduninfinimentpetitdquivalent^Vfi, le rapport ~~ ayantpour limite 

runitd, finira par tester, pour des valeurs suffisammenl grandes den, 

u> 

compris entre deux nombres fixes 1 — g, 1 + g. Les deux 

sdries Unan sont done de mdme nature. Il suffira done de considdrer 
la sdrie formee par les infiniment petits dquivalents, en particulier 
la sdrie formde par les parties principales. 


Application. — Cette remarque est d’une application extrdme- 
ment gdndrale. 

1 x 

Exemple : A la sdrie substituer la sdrie 
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1 . 1 / 1 \ 
Comme ~ est un infiniment petit Equivalent h sin ~ et ^ log ( 1 -4- - j 

la sErie 

u„ = a sin ^ -1- 6 log 4- 

sera de meme nature que la sErie Vn = j si a + 6 0. 

1 

Si a + 6 = 0, Un est equivalent rn = — 2^* 

Tn^iORfiME. — Enjin nous ddmontrerons le thdorbme suivanl : soient 
deux series A termes positifs 


U{f U^t * * * f^ii* 


Vi, 7hf •' 


Si la sdrie u est convergenie el si a parlir d'un certain rang on a 

consiammenl —— < (1), la sirie v est aussi converqenle. 

Supposons que TinEgalite soit vcrifiEe h, partir d*un rang n. On ne 
modifiera pas la convergence de la serie v, non plus que le rapport 

d’un terme au prEcEdent, en multipliant lous les termes de la sErie t;* 
(K 5 

par un facteur X. On pent done supposer Vn < Wn. De& 

inEgalitEs (1) on dEduira alors 

I’nf 1 < «n-f 1 puis Vn^2 < M„-| g, • • • 


Les termes de la sErie v Etant infErieurs k ceux de la sErie conver- 
gente w, la sErie v est Evidemment convergente. 

Le premier exemple de sErie EtudiEe en algEbre ElEmentaire est 
la sErie gEoniEtrique qui est convergente si la raison est infErieure ^ 
TunitE. 

En comparant, d’apres le tliEorEme precEdent, une sErie donnEe a 
a 

la sErie gEomElrique, on oblient le UiEorEme suivant : 


REgle — TiiifeOR^iwE, — Si a partir d*un certain rang, le rap- 

Un ^ 

port finit par rester infdrieura un nombre kplus petit que 1, la sirie 

Ufi p 

est convergente. Si ce rapport devient et reste superieur a un nombre k 

8 

plus grand que 1, la sirie est divergenie. 

Cette rEgle est due a d’Alembert. 

Pratiquement, on applique ce IhEorEme de la maniere suivante : 
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Au lieu d’^tudier le rapport pour toule valeur de /i, on cherche 
la limile / vers laquelle il tend, lorsque n augmente ind^finiment. 

Si / < 1 la s6rie est convergente. Si / > 1 la s^rie est divergente. 
Si / = 1 on ne pent rien conclure a moins que la limite / = 1 soit 
atteinte par des valeurs sup6rieures a 1, auquel cas la s^rie est encore 
5 

divergente. 

Bigle \/un . — L’expression y/wn donne lieu k un thdoreme ana¬ 
logue. 

Tiieob^ime. — Si i/un a pour limile an nomhre / < 1, /a s6rie est con- 

venjenle. Si I > \ ^ la sdrie est divergente, 

Cette regie portc le noni de regie de Cauchy. 

P 

On remarque I’identild des conclusions dansl’application des 
deux regies pr^cddentes. 

On peut ddmontrer que 

Si a une limite I, \/un a aiissi une limile el celte limile est i. 

Fin elFet, si partir d’une certaine valeur m, - ayant pour limite /, 

d 

sera compris enlre / — s et / + s, s 6tant choisi aussi petit qu’on 
le veut. Si nous ne consid^rons la s4rie qu’Ji partir de ce rang, 

a 

on peut ^crire la suite d’in^galit^s 
/ — 2 <"■</ + E, / — £ < < 1 + £ . . . / — £ < 

Mo "1 "n-1 

a 

Multiplions ioutes ces inegalites membre a membre et 
extrayons la racine On aura 

(J — < \/< {i -f- • 

(i> _ 

Gonime ^ Uq tend vers 1, ces in^galil^s monlrent que \/un ^ 
pour limite /. 

Contrairement a ce qu’il serait naturel de penser, la r^ciproquc 

n’est pas vraie ; \/Un peut avoir une limite sans que en ait une. 
Considerons par exemple la s4rie 

a 4- at -f- 4- a^b^ 4- a^b^ 4- 


• • • 
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dont la loi de formation est 4vidente. Le rapportest 

Un 

alternativement a on 6 et ne tend done pas vers une limite 

<ietermin4e. Le terme de rang n est ^gal ^ n est pair, 4 

si n est impair. 

Dans les deux cas i/«n a pour limite \/ ah . 

P 

On voit que, si par exemplc, on a o > 1, o6 ■< 1, la s^ne 

est convergente et cependant pour toutes les valeurs, de deux eu 

deux, le rapport est superieur 4 1 : la r4gle de Cauchy permet 

done de conclure, la rfegle de d’Alembert non. 

La comparaison du rapport - pour la serie donn^e et pour la 

progression g^umetrique a conduit 4 la rfegle de d’Alembert. Cette 
rfegle est evidemment insuflisante (elle ne permet pas de conclure si 

1C 

la limite du rapport est I’unite) car on con 9 oit I’existence de 

sferies moins convergentes ou divergentes que toute progression 
gfeomfetrique.. 

1 ' . 

S^rie -z. — Etudions la sferie 

rr 



G’est la gfeneralisation de la sferie harmonique. Nous em- 
ploierons pour I’fetudier un proefedfe analogue 4 celui qui a fete uti- 

ot, § 

lisfe. Nous fecrirons la sferie sous la forme 

S = 10 -h 1 1 *+■ 12 . . . -f- I -f- .. . 

1 r, 1 1 11 1 

p 

Comme on le voit, Tm commence au terme dont le d4no- 

minateur est une puissance de 2 et se termine 4 la puissance suivante 
^non comprise). 

Tm 4 2>" termes. Chaenn d’eux est compris entre 

1 t _ t ^ 

(2“>* (2™+*)* — (2’")* * 2“ ■ 
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Tm sera done compris entre 


a • —1' 


2 » ( 2 »‘) 


On pent done poser 


Om _ K 


- . 1 “* 
Om etant compris entre let—. 


Ce facteur, restanl compris 


entre des limites finies et diffdrentes de zero, pent dtre supprimd : 
La sdrie est done de mdnie nature que la serie Vm — ■— — 7 - • 

1 (2a—1)M 

^ r- . . . 1 

[Cette derniere est une progression g( 5 om 4 trique de raison — 

A 

elle est convergente si a > f, divergente si a <; 1. II en est de 
m5me de la serie • 

Cons^Qiuence. — Si dans une sirie u le rapport cest-d-dire 

w) 

si nHitij pour une certaine valeur de fexposant reste com-- 

1 

pris entre deux limites fixes, les deux series Uny ^ ilemt da mime 
nature, la sirie. msera conferyente s/ a > 1, divergente a < 4. 

Application pratique. — On cherchera ix determiner un exposant a 
tel que n^Un tende \ers une limite finie et bien d 4 termin 6 e / : 
4 

si a est plus grand que 1 , la serie est convergente. 


S^ie-. — Considerons encore la serie 

n log* n 

1 1 ^_ 1 _ 

2 log* 2 3 log® 3 ^ a log* n 


2 log* 2 3 log® 3 a log* n 

a, V, § 

Nous aliens procider de. la m^me fa^on que pour la 
serie pr 4 c 6 deiite. Nous grouperons les termes,, les growpea coramen- 
9 ant aux puissances de 2 successives. Le groupe Tm sera 


2"* log*^ 2^ (2’»* -f-1) log* (2r -+~ 1) 


(2«+^_l)lag*(2»^*—1) 
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ehtre 


Ce groupe contient 2™ termes ; chacun deux est compris- 


1 


ou 


2 ”* log* 2" 
1 


et 


2 “m* log* 2 

Tm est done compris enlre 
1 


et 


et 


2 ™+' log* 2’"''‘‘ 

_1_^ 

2 ’"+‘(m 4- 1)’ log* 2’ 


m* log* 2 ■■ 2(m -f- 1)* log* 2 2(^1 -4- i)* ^ 2 ’ 

Or (l + < 2. Done Tot est compris entre 


et 


i 


1 


m*log*2 ' 2*+' m*log*2 

0 „ 

On peut done poser Tm = , 6m ^tant compris entre les 


m 


1 1 

deux limites finies ,—-- et 

log* 2 2* + Mog*2 

(.0 

La s(5rie est done de meme nature que la serie Elle est 
done eonvergente pour a > 1, divergente pour a <. L 


m 


Rdgle de Raabe et DuhameL — La eomparaison de la s4rie un avec 
1 

la s6rie Vn = nous eonduire a une regie, obtenue d’abord par 
Raabe, puis par Duhaniel. Nous aliens eomparer les rapports 

H 1^1 +1 

Wn ' Vn 

La sdrie v est eonvergente pour A" > 1, divergente pour A: < 1. 


Pour la s6rie i’, on aura 






Or, on sait (et nous y reviendrons) que la forinule de 

Taylor permet dV.erire 

/d d A- X 

\ nf n A* 

X ayant une limile finie lorsque n augmente inddfiniment. 
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J| I . '* 

Pour la s6rie ii, il faut supposer que le rapport a pour 

TZ 

iimite Punite, sans cela la rfegle de d’Alembert suffirait pour 

conclure. On peut done ^crire pour des valeurs suffisamment grandes 

u 1 ^ 

de n, , a ayant pour Iimite z^ro. Si, k partir 

d’un certain rang, 



ou 

na < /f 4- - » 
n 


si la s^rie v est divergente, la serie u le sera aussi, Or la s^rie v sera 
divergente si 1. 

Soit / la Iimite du produit na. Si / < 1, k partir d*un cer¬ 

tain rang on aura-^ia <1 + ~ • La serie u est done divergente. 
Inversement si, h partir d’un certain rang, na > k + , si la s^rie v 

est convergente (/c > 1), la s<§rie u le sera aussi. Si done la Iimite / 

est supdrieure k 1, soit k un nombre compris entre 1 el /: partir 
d’un certain rang on aura 

acjf > fc 4- - • 
n 

La serie ii sera convergente. 

n 1 

En resume, on posera didaii de cette 

^galili meme). On cliercliera la Iimite I du produit aa. 

Si I I la sirie ii est divergente, 

S/ / > 1 la sdrie u est convergente, 

5/ / = 1, on ne peut rien conclure d moins que la Iimite I ne soil 
atteinte par des valeurs infiricures d 1, auquel cas la s^rie est encore 

TZ 

divergente: on pourra alors poser en effet na = 1 — s. A partir 

de valeurs de n suffisamment grandes, on aura na < 1 + ^ puisque 

>>0. 

La sdrie v 6tant divergente, la s4rie u I’est done aussi. 
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Bigle de Oausi* — Suipposom que dans me side le rapport 

1 

puisse elre diveloppi suivanl tes puissances eniikres de ~ sous la forme 


_ y I 

lln n 


ii 


p. ayanl me Hmite finle lorsque n augmenle ind^JinimenL La sirie sera 
convergmie si X i> 1 oa si X == 1 X^ > 1, elle sera divergente dans tous 
les auires cas. 

p 

(ll faut reraarquer que pour rapplication de cette rfegle oi. 
consid^re le rapport ~ et non le rapport 

* “«+l “r» / 

Nous comparerons la serie UnS la sdrie Vn — 

Pour la s^rie o on a 


— I iy iog(n-I-l) y 

Vn+1 V «A logn ) ‘ 

Or 

log (n -f- 1) = log a + log -1- 

et en appliquant Ic developpement donnd par la formule 

de Taylor, 

k 

log (a -t- 1 ) = log n 4- - 


{k tendant vers I'unite) Puis successivement 

(i -H -)ri ^-r^- r=(i 

On+i \ a/1 n log n i \ n/L, n log n n log nj 

, 1 , a/c 5" 

- ^ -| .. --j— _ ■ _ I - _ , 

n n log n n log n 

s' comme e'' lendant vers z4ro, ock tendant vers a. 

On a done 

8. 

Wn+I W a log M nJogH' 

w 

Pour des valeurs de n suffisamment grandes, la difference 
sera positive si X > 1 on si X = 1 avec X^ > 1, quel que soit «• Mais 
on pent choisir a de telle manifere que la s^rie v soit convergente : 
la sdrie u Pest doUfC k fortiori. 
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Si au oontraire X < 1, ou si X == 1 et X, < i, pour lies valeurs de 
n sufdsamment grandes, la difference est negative si a >• 0. Or on 
peut choisir a ^ 0 de maniere que la serie v soit divergente : il en 
sera 4 fortiori de meme de la serie a. 


S4rie hypergeom^triqne. — Ce theoreme, extension de la regie de 
d’Alembert et de celle de Duhamel, permet de conclure 4 la seule 

condition que le rapport puisse etre developpe suivant la forme 

indiquee. Nous en ferons I’application h I’etude d’une serie cel 6 bre 
etudiee par Gauss, la serie bypergeometrique. C’est la serie 


1 


iiL T -4- + 1 ) 


-H • • • 


le terme general ^tant 


_-f* !■)(« -f- 2) • • • (a -h n — 1) X 12»(,6 1) • • • (P -f- n —1) 

" 1.2...nY(Y ++ « —1) 

a, jj, 7 . X pouvant etre reels ou complexes de la forme a' -f* ot"*, etc. 
Nous verrons que si la sdrie des modules des termes d'une serie est 
convergente, la serie donnee est elle-meme convergente; on la dit 
alors absolument convergente. Nous rechercherons quelle condition 
la serie bypergeometrique est absolument convergente. 

Nous avons 

jn ^ (n + 1)(y -t- a) ^ i 

U„+i (a + n)(.i + n) x 

Par suite 


an 


/ - - 1 
V [(a'+ «)••*■+ '+«)* ^ ri PI 


Developpons le radical suivant les puissances de 


1 

H ‘ 


On a successiveraent 




-t-J2n -+- l)(n’ -+■ 2^n 

n ■+• •' ’) (a^ -j— 2^^rt “!'•' 




mi 

2nXa' . 




[1 


n 


a + 1) 


[1 + 


f- • • •] * 

- , =[H-^(Y' + l-a'-P')+* 


n- 

1 

•r 


Oj TZ 

OU en appliquant la formule du bin 6 me, puisque le 

lerme compl 6 menlaire 


2 

n 


1 — a! — -f-.. . 
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pour des valeurs suffisomment grandes de n, est moindre que Tuinl^ 


On a done finalement 

1 X ri 




Ce rapport est bien developpe suivanl les puissances crois- 


santes de , avec 




La s6rie sera done convergente si 


>1 ou [x] < 1 


ou si la:] = 1 avec 


Y' 4^ 1 — at' — 1 ^' > 1 ou y' ]> a' -f- 

La serie sera divergente dans tons les autre cas. 

Tt 

La condition 7 ' > a' + /5' est remarquable : la conver¬ 

gence de la sdrie ne depend done que des parties r^elles de «, j3, y. 

Th4ordme de Cauchy. — Nous donnerons encore le th^oreme 
suivant, du k Cauchy, d^duit de T^lude des integrales definies. 

Soil line fonclion ff{x) positive^ au moins a parlir d*un€ ceriaine 
valeur eniihre a, allani consiamment en cUcroissant el iendant vers z^ro 
quand x augmente ind^Jlniment, [La courbe reprhentalive de la fonclion 
9 

y z=z <p(x) esl done asymptote d Ox). 

La sirie 

9(a) 4 - 9(a 4 - 1) 4- 9(a 4 - 2) H-h 9(0 4- n) +• * • 

est convergente oa divergente suivant que tinthgiale ({>{x)dx tend 

vers une limite finie ou non quand p augmente inddjiniment. 

rp ^ 

En elfet, Tinl^grale I f{x)dx repr^sente Taire comprise 

entre Taxe des a:, la courbe et les abscisses a, p. 
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Partageons I’intervalle a, p par les points de division 


1 . 


2 ,. 


et consid^rons les divers rectangles inscrits, ayant tons pour base 
I'unit^ et pour hauteur I'ordonnde correspondant I’abscisse la plus 
grande, et les rectangles circonscrits ayant pour hauteur I'ordonnde 
correspondant a I’abscisso la plus petite. 

Ils auront rcspectivenient pour surface 




<p(a -h 1), 

?(«). 


®(a 

tp(a 


2 )- 

!)■ 


?(P) 

^(a -h n). 


Puisque la fonction est constamment decroissante dans Tin- 
tervalle, on a done 


<?(«) + ?(«-t- 1 ) 

> <(>(« + 1 ) 


... (p(a ,1) > 

o(a 4- 2) -f- • • • 4- 


tf(x)dx 


■f(p) 


Oi, (U 


Si la s4rie est convergente, le premier membre des inega- 
litos lend vers la somme S de la serie. Coinme Tint^grale croit cons- 
lainment avec p et qu’ellc est constamment inlerieure a S, elle anne 
limite. Par centre si la sdrie est divergente, la somme 

^{a 4- 1)4” ^(a -H 2) -t- * • * 4- 9(/)) 

augmente ind^finimenl avec p ; il en est a fortiori de meme que Tin- 
tegrale. 

Inversement, si I’integrale tend vers une limite L quand p 

augmente indefiniment, comine la deuxierne somme croit constam¬ 
ment avec p et reste constamment inferieure L, elle tend vers une 
limite. Si au contraire Tintegrale augmente indeliniinent, la premiere 
somme augmente a fortiori indeliniment. Le theoreme est done de- 
montre. 

Considerons, • par exemple, la serie dont le terme general est 
I 1 

1 i'>_ 1 „ r 1 ? - . / \ 1 


u„ 


n log^a 

J\(x)dx = J‘ 


Prenons la fonclion f(j:) := —^_ Qj^ 

X log^x' 

I log’ - a:]^ (si « 1} 


X 

= — a iri [iog* ~ “ p — Jog^ ~ * 2]- 

Carrus, — Gours de Calcul difterenliel et integral. 


10 
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CO 

Si a > f, la parenthfese tend vers une limile finie lorsque p aug- 
mente indefiniment: la serie U« est done convergente. Si a <; 1, la pa- 
renthese augmente indefiniment : la serie Un est divergenle. Enfin 
si a = I on a alors I’integrale 

qui croit indefiniment : la s6rie est done divergente. On retrouve les 
resultats que nous avons d6jJl obtenus. 


II. - SERIES A TERMES QUELCONQUES 


Gonsiderons main tenant une suite infiniedequantites reellesou com¬ 
plexes Mg, • • -Mn, • • • chaque quantity etantde la forme ttn = an+ 
(noils supposons connus la definition et le calcul elementaire des 
quantites complexes). 

? 

En formant les sommes successives Si, Sg, • • 'Sn, • • •, on dira 
que la serie est convergente si cette suite a une limite finie et bien 
dcHerminde. 

9 

La sonime Sn est, en general, de la forme An + Bni. Pour 

que Sn ait une limite, il faut done et il suffit que An et Bn aient sepa- 
ri^inent des limites. Or 

A„ = -h -h • • • -f- flnt = 6, -f- 6j{ -(- • • • -+- 6n* 

11 faut done et il suffit que les series (a), ( 6 ) soient sopa- 
r^ment convergentes, L’^tude de la convergence d'une s<Srie a termes 
complexes se reduit done a PcHude de deux series a termes reels. 
Nous allons voir qu'on peut la ramener dans certains cas a I’^tude 
d’une seule autre serie deduite de celles-la. 

Pour qu'une serie soil convergente, il faut et il suffit que Ton ait 
I Sn+p — Sn I < £«, quel que suit p, les nombres £n tendant eux-m^,mes 
vers zero, quand n augmente indefiniment. 

(La notation | a | signifiant ici le module de la quantite a). 

En particulier il est n^cessaire que j Un+i | tende vers zero. 

En mSme temps que la serie donnee, considerons la serie des 
modules 


S •— 1 Uj I -h I Ua I I a,! I -h • • • 
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C'est une s^rie k termes positifs qui peut converger ou diverger, 

Tii^OR^ME. — Si la sirie 2 est convergente^ la sine S est certaine^ 
merit convergenie, 

8,5 

En etfet 

I Wn+i Wn-1-2 • • • 4* Un4-r I I + l I I “«+» I “ ^1 I* 

Par hypoth^^se on a 

I ®n+t I I “n+2 t I ®n+D | < 

quel que soit p, sn tendant vers z4ro. A fortiori on a done aussi 
I Srtfp —. I = |, ««4.j 4- .. • -I- I <; 6„ 

quel que soit p. 

On a done une premiere classe de series : celles dont la s^rie des 
modules est convergente ; on les appelle series « absolument » con- 
vergentes (la definition se confondant avec celle des series k termes 
r4els). 

Une deuxifeme classe est form4e de series convergentes sans que 
la s^rie des modules le soit ^galement : elles sont dites « semi » 
convergentes. 

II y a des dilferences profondes entre ces deux classes de series, 
ainsi que le montrent les theoremes suivants : 

Influence de I’ordre des termes sur la somme d’une sdrie. 

Tfi6or^me I. — Si une sirie est absolument convergente^ on peut mo- 
difier comme on veui tordre des termes, sans altirer, ni la convergence^ 
ni la somme de la sirie. 

11 est necessaire de pr^ciser tout d’abord que les deux series S, S' 
doivent etre composees des raemes termes ; nous Texprimerons 

en disant que, ^tant donnas les n premiers termes de la serie S, 
on peut trouver un nombre /i' tel que, parmi les n' premiers termes 

de S', figurent les n premiers termes de S, et inversement. 

8 

En bouleversant Tordre des termes de S, on obtient la s 6 rie. 

S' = Hi 4- lly 4- life 4- • • • 

La S(5rie S 4tant convergente, dtant donn^ un nombre s on 

peut trouver un nombre v tel que pour n > v on ait 

|S„-S1<|. 
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d 

Puisque S' est composee des m6mes termes que S, on pent 

prendre dans S' un nombre N suffisamment grand de termes pour 
que Sn contienne tons les termes de Sn. On aura done 

= Mj - 4 - U2 • • • -4- 

(ce groupement est licite puisque on opere sur un nombre limits de 
termes), d^signant les autres termes de Sn ; par suite 

les indices a, /3, • • •). sont superieurs a n. On a done 

Sn — S;i *4“ Up -4- ^ • -f- . 

II faut et il suffit de demontrerque la dilF^rence | Sn — S | pent 

a 

^dre rendue aussi petite qa*on le yeut. Or 

I Sn — Sn I < 1 Rje I 4- I Wji I d-d* | I 

A fortiori 

I Sir — Sn I I Mn V 1 I 4- I Rm4-3 | 4" • • • 4- | 1 

(si n + p designe le plus grand des indices /'3, • • • >.)• 

Comme la scrie des modules estelle-meincconvergente, on 
pent supposer que Ton a choisi n suffisamment grand pour que 

In+p — In < On aura done simultanemcnt 

On en ddduit 

1 Si, S I < £. 

<0 

La serie S' a done bien pour somme S. 

Tm^oHivME II. — En changeant arbiirairement f ordre des termes d'une 
sdrie semi coneergentc, on /leut changer arbilrairemenl la valeiir de la 
s^rie, 

Soit la serie dont le terme general est iin = an + bni. 

On a I tin I I an I -j- | 6n |. 

Puisque la s^rie | u | diverge, il en sera de meme de la serie 
1 On 1 + \ bn \- 1/une au inoins des deux series | an | ou | 6n | sera 

done diN ergenle, sans ([uoi la serie prt^ce^dente serait conver- 

gei^le. 

D'autre part, comme 

S,j (rti - 4 - - 4 - . . . 4 - On) 4- {bi “h ^2 4- * • * 4- bn)i, 
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d 

si Srt tend vers une limite, les deux series 

Gti -+- Qi -f- * • * -f- fl/i -f- * • * et (6| -I- 62 4 - • • • -H l>u) • • • 

sont toutes deux convergentes. 

ti) 

L’une au moins des series, par exemple la serie a, est done 

semi convergente. II suflit done de demontrer la proposition 

pour la stSrie semi convergente a lermes reels a^, rZg, • • • an, • • •. 

Ecrivons les tenues positifs de cette serie dans Tordre ou nous les 
rencontrons 

4— Cj 4- C3 4* • • • c„ ‘ • 

puis les termes negatifs 

— d^, — ^ 2 , • • • — dm •. • 

Les deux somines sont n^cessairement infinies, car 

si elles etaient toutes deux (inies, la serie | a | scrait convergente ; si 
Tune duellos ^tait finie et Tautre inlinie, la serie a serait divergente. 

Les si^ries c, d sont done toutes deux divergentes. Nous allons 
montrer qu’en groupant convenablemennt les termes de a, e’est-^- 

P 

dire les termes de c, (/, on pent obtciiir une nouvelle st^rie 

(qui sera compos^e des termes do a mais pris dansun ordre dilf^rent) 

qui aura pour valeur un nombre choisi arbitrairement M. • 

a 

Supposons par exemple M > 0. Prenons des termes de c 

Cl 4"* Cj 4" • • • 4- 

en nombre juste suffisant pour que la soinine surpasse M, ce qui 
arrivera puisque la serie c est divergente. Prenons eiisuite les termes 

— di, — dij ’ • • — do 

I 

en nombre juste suffisant pour que la somine redevienne infe- 

rieure ^ M. Ajoutons des termes positifs i» • * * ainsi 

de suite. On obtient la s(§rie 

Cl 4“ C2 4“ • • • 4~ c^ — di — dj • • • — do 4- j ~f~ • * • 4“ c^, — • • • 

Je dis qu’elle a pour valeur M. 

En elTet, apres la premiere operation, la somme surpasse M 
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d*une quantity moindre que le dernier terme ajoute Ca. Aprfes la 
deuxi^me, elle en dilT^re au plus de c/p, puis de • • •, etc... 

Comme les c et les d tendent vers z^ro, la dilF^rence, entre la 
somme des termes de la s6rie et M tend aussi vers zero: la s^rie 
form^e a done hien pour valeur le nombre arbitraire M. 

Exemple. ^ Considerons la serie 

1 11 1 

C'est une s4rie semi convergeote. Eorivons les termes de la s^rie 
de la fagon suivante 

1 11 1 11 
^~2“4"^3”6 ~8 5''* 

Cette nouvelle serie est exactement compos^e des memes termes 
que la s4rie donn4e et les coinprend tous. Elle est encore convert 

A 

TZ Oj 

gente : si Ton prend les 3/i premiers termes, on a 

111 1 1 
-t- I ~ 51^2 4a -4- 4 ~ 5 ' (2a ^1) (2a 

CO 

Les termes de S' tendant tous vers z6ro, la serie S' est con- 

1 1 

vergente cn m^rae temps que la sdrie (2 w"-+-"l)(2n + 2) ' 

P 

on peut encore 4cnre 

S',„ = 2 ^ [siTTI “ 2/1 + 2]' 

La s4rie S' a done pour somnoe la moiti4 de la somme de la s^rie 
doDQ^e. 

Mais nous pouvons 4galement obtenir une serie divergente. Pre- 

«. + 

nons les termes de la fagon suivante : un terme positif puis 

un terme n4gatif, deux termes positifs puis un terme n4gatif, etc., 
n termes positifs puis un terme n4gatif. 11 est bien certain que oette 
nouvelle s4rie comprendratous les termes de la sdrie donn4eet ceux- 
1 & seulement. 

8 . 

Le groupe sera 

_ 1 _ 1 _ 1 

n(n + 1) ■4* 1 a(n +1) + 2a + 1 2a + 2 
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Or 

^ _ n _1_. n _ 1 _ R — 2 

-h 1)4-2 m- hi 2/l-h2 (fl-hi)(^l-h2) 2(^1-hi) 2(/l-h l)(ri-h2) 

C(itte nouvelle stSrie est done bien diverj^ente. 

III. - MULTIPLICATION DES SERIES 
Consid4rons deux senes 

Mo -h U, -4- . . . -h -h . . ., h • • • -h Mn 

a termes quelconques. Muliiplions les termes de la premiere par les 
termes de la seconde et groupons-les de la maniere suivante : 

«0^0 (“oUi H («ol’2 -h -h Ma’’o) -4- • • • 4- Ui?’n-t 

-h • • • “h llnVo) -+-••• 

P 

Comme on le voit, le n + groupe renferme tous les pro- 

duits UiV) pour lesquels i + j = n. 

Cas oti une seule s6rie est absolument convergente. — Cauchy a 
montre que : 

Si les deux series sont absolument convergenles^ et out pow somme S, T, 
la sirie que nous avons formie, d termes rigoareasement diterrninis^ 
comme valeiir et comme ordre^ est igalemenl convergente, et a pour 
somme S X T. 

Ce resultat a 614 g4neralise par Mertens au cas ou une seule serie, 
la serie u parexemple, est absolument convergente, la serie v 4tant 
simplement convergente. 

Demontrons ce resultat. Nous poserons 

Wn = U^Vn -h H-4- 

D4signons par S», Tn, In les sommes des n premiers termes des 
series u, v, iv. Gonsiderons d’abord les sommes Izn et formons la dif- 
f4rence ^ 2 n — S»Tn. Ordonnons-la par rapport iio, ui, • • • U 2 n. II 

p 

suffit de remarquer que dans cette difference, pour tous les 

termes a<y;, on a i + jf ^ 2n; d’autre part si i n, il faut que j > n. 

On pent Tecrire 

8 = RoC^n+l 4- • • • 4- V^n) 4“ tti(t?n-fl 4~ * • • 4“ t^n-l) -h • • • -h 
4- On+iK 4- Ui H-Mn-l) 4- «n 42 (Vo 4- Vj H-1 4-h Wan^o. 
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Nous aliens montrer que c? peut 6tre rendue aussi petite 
qu’on le veut. 

On a 

i J < I X 1 • • • -+- 1 1 «t 1 -4- V2u~1 I 

H- • . • -h I Un-I I I l’n 4 -l I 

-f* I Wn M 1 X I Wo 4- Di H-h *’«-i 1 4- 1 w,i 4-2 1 X 1 Vo ^-1 

4- • * ‘ 1 «2n i X [ Vq |. 

La sdrie v etant conVergente, lasommej Vq + t’l-f* * * * + 

resle, quel que soil p, inferieure a un noinbre fixe B. D’autre part, 
on peut supposer n suffisaniraent grand pour que 

I 4" • • * 4“ I <C £ quel que soil h. 

On aura alors 

^" < [ P'ol 4- [ui 1 H-U„_ill X£4- B [I [ 4- 1 Un+^-i-F- I |]. 

Or la sdrie | u j dtant elle-meme convergeute, la somme 
I Mq I -f- I 1 * • • + 1 Wn-i 1 reste inferieure a la somme Sj^ de la 
sdrie \ii\, Et Ton peut, d’autre part, supposer encore n suffisamment 
grand pour que 

1 1 1 W/<4 i 1 -■}-•• *4- i 1 ^ ^ 

(I) 

quel que soil lu On aura done enfin 

I 6 I eSi -f eB, 

Comme Si et B sont finis, la dilTdrence | l^n — SuTn [ peut done 
bien elre rendue aussi petite qu’on le veut. Et comme SnTn a pour 
limite ST, on eii ddduit que ^zn a uiie limite et (fue cette limite 
cst ST. 

En prenant les sommes impaires on ddmontrerait 

que ^ 2 a~\-i —• S2n-|-i T2n+ipeut etre rendue aussi petite qu’on le voudra. 
Les sommes impaires, comme les sommes paires, ont done aussi 
pour limite ST. 

La sdrie i est done bien convergeute (mais rien ne denionlre 
quelle le soil absolumenl). 

Cas oil les deux sdries sont absolument convergentes. — Prenons 
maiiitenantdeux series a tenues quelconques rdels ou complexes S, T 
cl supposons les sdries des modules 

Hi 112-1' • • • -H 11,} • • • 

loutes deux convergentes. 


I’l 4~ t’s -4- • • • 4- V,, -4- • • • 
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Pour faire le produit des deux series, on peut alors proc4der de 
fagon plus g^nerale que dans le cas precedent. 

Faisons le prodait d'an lerme quelconque de S par un terme Vr^ de T 
dans un ordre quclconqae mats de Louies Ics manihres possibles el ajou- 
Ions les prodaiis ainsi formes : Nous obiiendrons une s^rie i absolument 
convergente donl la somme sera ST. 

Dire que nous avons fait les produits de loutes les manieres 

(j 

possibles, c’est dire que, a la condition de prendre dans la 

serie 1 un nombre Ip suflisamtneni grand de termes, nous pourrons 
y retrouver tous les termes du produit 

S,tln = (Mj ai • • • H- Un) (*’i -4- • • • Vn) 

nous aurons done 


== -f- Ur.V.f H- 

P 

L’un au inoins des indices c<, c/' ou et j'S'* * • csl superieur 

a n. On a 

+ ... 

[Ui Ua “h • . . -h • • * ] [ Vn4-i “H n-\-2 + • • • ] 

-f- [Vi -H Va H- . . .] fUn4 i -4- Un f-2 “1“ * * *]. 

Or les series U, V dtant convergentes^ on peut supposer 
que Ton a choisi n assez grand pour que 

V,1-1 I 4 - V„ ^ , -h ... -f- << £ 

quel que soit k et de m^me 

U/H-i • U/i I 

Kn d^signant par S^, Tj^ les soinmes des series des modules on a 
done 

1 I Si£ H- 1 i€. 

U) 

La difference | Ip — SnTu ] peut done etre rendue aussi 
petite qu’on le veut; SnTn ayaiil pour limite ST, et p augmentant 
ind^iiniment avec n, on voit <|ue Ip a une limite et que cette limite 
est ST. 

Autres g^niralit^s. — I. Gonsiderons encore une serie 


Ui III * * * 4 - lln'^ ' ■ ’ 
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absolument convergente. MuUiplions les termes par des facteurs 
a^, «8, • • • an, • • • nous formons une sdrie 

ajO) -f- SjUj -+••••+ + • • • 

Si ton a comiammeni | «« | < A, la sirie (a«iin) sera ahso- 

lumeni convergente. 

®i» $ 

En eiFel on aura 

I l®n-^2*^rt4-21 “+-■••• -f“ l3f^4.p A[Urt4i-4-U„ Lj-f-* • '-f-Un-fpl- 

Or, la s4rie U 4tant convergente, on peut choisir n assez grand 
pour que 

Un4“l U/i+2 -h . . . -I- <C 

Le deuxieme membre peut done 4lre rendu aussi petit qu’on le 
voudra. 

Inversement si les noinbres | an ) restent sup^rieurs h un nombre 
fixe B, de la convergence absolue de la s^rie (a«) on pK)urra 

TT 

d^duire la convergence absolue de la st^rie u, le terme Un se 

1 

d<^duisant de aniin par le facteur - qui reste inferieur i un nombre 
fixe A = g* 

O) 

Pour dtadier la convergence absolue d'une sirie^ on peut done 
sapprimer^ dans chaque terme, tout facteur dont le module reste compris 
entre deux nomhres fixes, 

Ainsi soit la serie 

- n(n -4- l)(n 4- 2) “ 1 n)' 

On peut multiplier par le facteur (1 reste 

compris entre des limites fixes : la serie sera de mfime nature que la 
s^rie ^ 3 , done convergente. 

II. Pour 4tudier une s6rie g4n6rale, on la ramfene i une s6rie plus 
simple dont les termes se ddduisent de ceux de la premifere par 

multiplication ou division par certains facteurs. 

r 

Nous sommes done ramen^ k comparer une serie 


otjUj “1“ *2^2 “4“ • • • "4“ * * * 
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aux series 

Ul -f- ila ”H • • • Ofl -1- 3-2 * ' * ”i” ®n ”+" • • • 

Pour que la serie (aa) soil convergente, il faut et il suilit 

que 

I I — 1 ®n+l««-fi -f* • * • -4- I 

puisse etre rendue aussi petite qu’on le vimilra quel que soil p, pour 
des valeurs suirisamment grandes de n, 

V 

11 faut evidemment introduire les quantiles analogues pour 
la serie a ou la serie a. On peut ecrire par exemple. 

Rn ^ ««4 l[Wfi4.i -h • . . -4- 4- -^n4 l)[a,i4-2 4- • • • -f- Un^p] f* * 

-4- . • . 4- (an — a„4.p_i) Un^p* 

D6signons par M le plus grand des modules des quantiles 

Mn 4-1 4“ • • • 4- Vn^p, Wrt4-2 4~ ... 4 - • • •, 'tt« 4 .p. 

On aura alors 

I R« I IVl [ I »W41 I 4" 1 3f«4_s — 3f^i4>i I 4- • • • 4~ 1 0i7i^p — | ]• 

5 

Pour que Rn tende vers zero, il suffitqu’un des facteurs tende 
vers zero, Tautre restant fini. On en deduit done deux theoremes. 

THEOHifeME d’abel. — Si me sirie a esl convenjenie^ elle reste 

converyenie si on rnaltiplie ses termes par des facteurs Un lets que la sirie 
des modules des diffirences des a soil convergente. 

Dans ce cas en effet, on peut determiner n de telle manifere 
que les sommes 

Un 4-1 4- • ' • -4- Un.^p — Sn 4 .|)-Sn, 

Un+2 -h «n43 -f- • • • -4- Un-\-p — (Sn+p - Sn) - (Sn„ 1 - Sn) 

Un-f-p — (^«4P (^»*4p—1 ^^0 

aient leurs modules moindres que 2£„. 

81 

Le second facteur 

I [ 4- [ [ an4.2 — ^n-f i | 4“ [ an4-3 “ «n4-2 | 4- • • • ] 

restera fini. Car d une part la parenlhese peut 6tre rendue aussi 

7t 

petite qu'on le voudra et an+i est fini. On a en effet 

I «n4.i I I 1 4- I ag ~ «1 1 4- • • • -4- j 01144 «n 1 <^ | Oj [ 4" X« 
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2in (^lant la somme des n premiers ternies d*une serie convergente. 
Le Iheoreine est done demontre. 

Le cas le plus int^ressanl est celui ou les nombres a 2 , • • • 
forment une suite reelle, toujours croissante ou slationnaire, ou 

toujours decroissante ou slationnaire, tendanl vers une lirnile /t. 

0 

Dans le deuxieme cas par exemple, on a 

-» = 1 ^2 - 1 -4- 1 Ota - 0f2 1 4- • • • -h 1 I =: otj - 1 

In tend done vers une limite — /r. 

Tiii^:ori):me de Dirichlet, — Supposons que ton ail une sdric u conver- 
(jenie^ ou plus (jendraletnenl, lelle que^ le module de la sorntne Sn des n 
premiers termes soil constammcnl inferieur a an nornbre fixe A quel que 

X 

soii n. On obliendra une serie coiivergenle en multi pliant ses 

termes par des factews y tels que la s^rie des modules des differences 
des u soil conrergenle et de plus que r/.n lende rers zero, 

En ell’et les sommes 

■‘H• • *“f"= I S,,.j 1 ~• • *-HRn-fj)]1 etc. 

restent toutes infdrieures a 2 A. D’autre part, d’apres les hypotheses 

1 4- 1 I 4- • • • 4“ 1 Of,, ^— Of„_j I 

tend vers z6ro. Le resle U/t tend done bien aussi vers z4zo. 


Application. — Soil la serie 

sin 0 4 - sin 20 -f- . .. 4 - sin nO 4 - ... 

j 

le somme Sn des n premiers termes est egale, d’apres un 

ealcul trigonornetrique facile (si 9 ;zf 0 ), a 


Sn = 


0 ^ 
Sin n sin (n 4- 1) 


sin 


Sn no tend done vers aucune limite determinde, mais on a 


b,J< 


sin 


La serie (an sin n9) sera done convergente 


si an tend vers 


zdro et si la serie des modules des dilTerences des a est convergente. 
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2® Application. — Prenons, pour la s^rie u, des quantit^s formant 
une suite p6riodique telle que la somme de la periode soit nulle 

4- U.2 H- • • • 4- «/c = Ma u “ == ZN • • • 

p . 

Los sommes Sn se reduisent toutes h Tune des quantiles 

Si, resteront done finies. La serie anUn sera convergente 

dans les conditions du theoreme de Dirichlet, en particulier, si les a 
d^croissent et tendent vers zero. Par exemple la serie 

(atj — -h 2a3 ot^) -f- (3f, — 'iofg -|- 2ot^, -f- 2jj) -f- • • • 

sera convergente dans les conditions ci-dessus. 


IV. — SERIES DOUBLES 

On pent considerer des series d’une espece plus gt^nerale que les 
series lineaircs considerees jusqu’ici. 

Prenons deux axes de coordonn^es et ne considt^rons que le qua¬ 
drant des coordonnees positives. Divisons-le en cases en menant deux 
suites de droites parall^les aux axes des coordonnees equidistantes. 
L’^chiquier comprendra une infinite de « colonncs » paralleles aoy 
que nous d4signerons par les nombres enliers positifs successifs, une 
infinite do « rang^es » paralleles a ox que nous dtisignerons de m^nie. 

Dans chacune des cases inscrivons une quantile u/, t dt^signantle 
numdro de la colonne.y le numdro de la rangee. Les quantitds «' 
scront les ternaes d’une serie double. On oblient le tableau suivant 













«3 





”5 




0 JC 


Somme de la sdrie (termes positiis). — Nous supposerons d'abord 
que tous les termes de ce tableau sont reels, positifs ou nuls. Les 
termes de chaque rangee forment une serie lineaire. Supposons que 
toutes ces stories soient convergentes, et soient Hi, Hg* • * • les 
sommes correspondanles. Si la serie Hi Hg + • • • + Iln + • • • 
est convergente et a une somme II, nous dirons que la serie double 
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convergente et a pour somme H quand on revalue par rang^es. 

Nous aliens d*abord montrer qu’elle est alors convergente 

quand on revalue par colonnes. Consid^rons la s6rie formde 

Si 

par les termes d'une oolonne quelconque /. Puisque tons les 

termes sent posilifs, I’ensemble de ses n premiers termes 

u*. -h uj -h-h uj 

sera ^videmment inf^rieur a 4 * ^2 + • • • + Hn, a fortiori inf 6 - 

rieur au nombre fixe H. Cette somme croissant avec n et restant 

(0 

inf^rieure Si H a done une limite V/. Ainsi toutes les series 

lin^aires form^es par les colonnes sont convergenles. 

Consid^rons alors la somme 

V, V, -h V,. 

9 

H comprend tous les termes contenus dans cette somme et 
en contient d’autres. On a done 

V, -H Vj H-V, < H. 

Faisons croitre j indefiniment. La somme -j- Vg + • • • + V/ 
croit avec j et reste inf^rieure au nombre fixe H. Elle a done une 

limite K < H. Parsymetrie on d^montrerait que H < K. On 

ne peut done avoir que H = K. 

oil, J ^ ^ ^ ^ . 

On peut imagine! une infinite d*autres modes d evaluation. 
Considerons une suite de courbes C^, Cg, • • • Cn • • • rejoignant les 
axes ox, oy, s’^loignant indefiniment, et s’enveloppant mutuellemenl, 
de telle sorte que ; 

Cn comprenne toule case intdrieure k Cm et puisse en contenir 
d’autres; 

20 que, pour une valeur suffisamment grande de n, Cn puisse 
envelopper toutes les cases que Ton voudra. (Nous ne considerons 
pour Cn que les cases completement interieures). 

Soient Si, Sg, • • • Sn les sommes correspondantes. Nous 

a I Ions montrer que Sn a encore une limite et que cette limite est H. 

% 

^1 • , • 

Une courbe quelconque Cn peut en effet ^tre comprise k fin- 

l^rieur d*un rectangle forrn^ par les axes, Tabscisse M, fordonni^e P 

et comprend k son interieur un rectangle d'abscisse m d’ordonn^ep. 
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a 

En designant d’une fagon g^nerale par la sommc des 
termes compris dans le rectangle, on a 

S' < s. < 

Mais * 

^ s: = H7 -+- H-}-. H; 

Lorsque n augmenle ind^finiment, nous pouvons laire 
croitrem et p ind^finiment. On peut supposerd’abord p suffisamment 
grand pour que + H 2 + * • • + Hp dilFere de.lasomme dela s^rie H, 

d'une quantite aussi petite qu’on le veut. p 4tant fix6, on peut 

supposer m suffisamment grand pour que chacune des quantites HT 
ditfere de sa limite H* d’une quantite aussi petite qu’on le veut. La 
somme HT + HT + * * • + H;, comprenant un nombre fini p de termes, 
differe done de IIj + Il 2 » • • • + Hp et par suite de H d’une quantity 
aussi petite qu’on le veut. 

to 

Ainsi, 2m et de m4me 2^ different de H d’une quantitd aussi 
petite qu’on le veut. Done aussi Sn. 

Quel que soit le systeme.de courbes C^, C 2 , • • • f'n, • * • les sommes 
des termes de la sdrie S^, S 2 , • * • Sn, • • • ont done pour limite H. 

On a done le theoreme suivant : 

(0 

Theor^ime. — Lorsque les termes d!aue sirie double soni positijs 

et Jorment une sirie corwergente quand on Ceralue par un procM^ deter* 
mini^ par rangies, par cotonnes^ par rectangles, par triangles isoc^les^ 
par courbes quelconques, la sirie est convergente et a une somme ditcr- 
minie toujours la meme quel que soit le mode d'doalaation. 

Series a termes quelconques. — Considerons maintenant 
une s^rie a termes quelconques. II faut evidemment supposer qu’il 

y a un nombre infini de termes positifs ctun nombre inlini de termes 
7 : 

n^gatifs, sans quoi la suppression de ces termes en nombre 

fini ne modifierait pas la nature de la si^rie. 

Supposons que la serie double formde par les valeurs absolues des 

+ 

termes soit convergente. Je dis que la sine donnie est aussi 

convergente et a une somme diterminie quel que soil le mode d*ivaluation. 
0 

Soit en effet un systeme de courbes quelconques G^, Cj,... Cn... 
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Designoiis par la somme des termes positifs contenus 
dans Cn, par Qn la somme des termes negatifs. 

La somme des termes contenus dans la s^rie donnde 
sera Pn — Qn. Celle des termes contenus dans la s4rie des valeurs 

absolues est Pn + Qn. Par liypothesc, lorque n augmente 

indefinimcnt, Pn + Qn a une liniite. Done separt^ment chacune des 
sommes Pn, Qn a une limite P ou Q. Done Pn — Qn a une 
limite P — Q. 

Mais de plus, Pn a meme limite P, quel que soil le mode de som- 

71 

malion. II suflit de consid^rer un nouveau tableau dans 

Icquel on ne conserverait quo les termes positifs, et oil Ton rempla- 
cerait tous les termes negatifs par zero. Dans ce nouveau tableau la 
somme P des termes positifs est bien independante du mode de 
semination. De mfinie Qn a une limite independante des courbes C. 

On dit dans ce cas que la serie double est absolument conver- 
genle. 

Application. Multiplication de deux sdries. — Considerons deux 
series absolument convergentes 

Ml H"" ^2 “h • • • -f- U,i -f- . . ., Vj -f- Vi Vji • 

Multiplions-les Tune par Tautre. En multipliant les termes de la 
premiere par les termes de la seconde, nous pourrons former une 
serie double en plat^ant le terrne u%rj dans la colonne i et dans la 
lignej 

«i7»3 

U1V2 lliVi 1/3^3 
Wl^l 

Supposons que nous remplacions chaque terrne par sa valeur 
absoluc. I.a premiere range^e a pour somme j | 2 ] Mt|. On en 
d 6 duit facilement que le tableau des valeurs absolues est convergent 

(U 

et a pour somme 2 | 77 | x 2 | Uf|. Done le tableau donneS est 

convergent et on peut prendre, pour P^valuer, n’importe quel mode 
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d'dvaluation. Si nous I’cvaluons par lignes horizontales, il a pour 
valeur lun X Si nous Tevaluons par triangles isoceles en rnenant 

<7 

des paralleles ala deuxieme bissectrice des axes, et si nous 

posons 

10'i =— ^*1^2 -H "i" W 2 V 2 -H 

w„ = u,i>„ H- UiV„_t H-h u„Vi, 

la serie + ^^^2 + • • • + lan, • • • sera convergente et aura pour 
somme 

y:Wn = X 

Si la serie des valeurs absolues est divergente, on ne peut rien 
dire sur la serie double elle-meme. Sa yaleur peut me me dilKrer 
suivant le mode de somniation; on peut par exemple obtenir des 
r^sultats differents suivant qu’on Tevalue par lignes ou par colonnes. 


Exemple de Arndt. — Arndt a donnc Texemple suivant : Consi- 
d^rons les termes 



Si on revalue par lignes horizontales, c’est-k-dire si Ton 
calcule ou j est constant, on a 
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La somme + H, + • • • + + • • • a done pour limite 

^ -t~ g *4“ • • • ■+“ * e est"^i*dire 

L*t 

Si on revalue par colonnes, la s4rie iorm^e par les termes 
de la colonne i a pour valeur 


1 / » V 1 1 ‘ 

m Zj vrri/~r+i2i\rT^/“n=i'r+T^“T~' 


i + 1 


1 y * ^ V * ^ . * __— -__ 

(-f- *2 I "4" 2 1 i "4“ 1 i "i“ 2 i -4- 2 i “4" 1 


V*. 


La somme Uj + "f" • * • + * * • tendra done vers — j • 

Les deux r^sultats ne sont done pas les mSmes 


V. — SfiRIES DE FONCTIONS — SERIES ENTIERES 


Supposons que les termes de la s6rie % + «2 + *' • + «» + • • • 
soient des fonctions d’une variable a, que ces fonctions soient finies 
et bien d6termin6es dans un intervalle. (Nous pouvons supposer 
tout d’abord que x peut prendre m^me des valeurs eomplexes, en 
admettant connue la definition d’une fonction de variable complexe). 

A ehaque valeur de x de I’intervallc correspond done une 
s^rie qui peut etre convergente ou divergente. Supposons que la.sdrie 
soit convergente, pour toute valeur x de I’inlervalle, designons par 
S(a:) la valeur de la s4rie (r^elle ou imaginaire) et par S*(£c) la somme 
des n premiers termes, 

<r 

Cela veut dire que, au nombre e choisi arbilrairement, on 
peut faire correspondre un nombre v tel que, pour toute valeur de n 
supdrieure a v, on ait 

I S(a?) — Sn(x) I < e ; 

e ^tant fix^, ce nombre v depend en g^n^ral de la valeur de x. 

Series uniform^ment convergentes. — Si Ton peut determiner un 
nombre v (correspondanl h g) qui soit ind^pendant de la valeur 
attribute kx dans Tintervalle, on dit que la s4rie est« uniform^ment 
convergente » dans Tintervalle. 
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En insistant sur ce r^suUat important, on voit que, 4tant donn4 g, 
on pourra determiner un nombre v fixe, telque, k la seule condition 
que /I > V, on ait quel que soil « dans Tintervalle 

1 S(^) — S„(x) ] < £. 

Les th6oremes suivants etablissent Vimportance de ces series uni- 
formement convergentes qui peuvent etre assimilees k des sommes 
d*un nombre fini de termes. 

Continuity. — Thi6or^:me. — Si les termes d'nne sMe nniformSment 

convergente dans un inlervalle sonl coniiniis, la somme de la sirie 

est aussi une fonciion continue dans le mime iniervalle. 

S 

Soit en effet e un nombre choisi arbilrairement, On pourra 
determiner un entier n fixe, tel que, quel que soit x, 

1 S(X) — S„(X) 1 < g. 

Si O’ + ^ est une seconde valeur de I’intervalle, on aura done aussi 

I S(a: + h) — S„(x + /i) [ < g 

n etant ainsi fixe et bien determine, les fonctions qui com 

P 

posent la somme Sn(a;) sont en nombre fini; comme elles 

sont continues, leur somme est aussi une fonction continue de x. On 
peut done supposer h suffisamment petit pour que 

|S„(x- -hA) —S„(x)I < 

Or on a identiquement 

S(a? -4- A) — S(a;) = [S(a? -f- A) — S„(5C + A)] [Sn(x -H A) — Sw(a?)] 

+ [S,t(a:)-S(cr)]. 
to 

Chacune de^^ parentheses du second membre etant en valeur 
absolue ou en module inferieure a g, leur somme est k fortiori 
inferieure en valeur absolue ke. On a done bien 
I S(x +- A) — S(a;) | •< e- 

Ge qui ytablit que S(a;) est bien une fonction continue de 
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Nous snpposerons desonnais que x esl ricL — En ce qui concerne 
rint^jjralion et la derivation des series de foiiclions dans le cas oil 
la variable est imaginaire, nous y reviendrons apres la definition 
des fonctions de variable complexe et de Tint^gralion de ces fonctions. 

Si X esL rdel, la fonction S(x) 6tant continue dans Tintervalle ab 
est integrable dans Tintervalle. II en est de meiiie de chacune des 
fonctions Uyl^x)^ u^{x)^ • • * 

Integration. — Thi^orkme. — Si on inlbgre chacun des iermes 

dune sirie uni/ormdmenl convergenle dans un intervalle enire deux 
litniles fixes Xq el X comprises dans tinierralle, la sdrie des intdqrales est 

uniformdment convcrgenle dans linlervalle el a pour somme f S{x)dx. 

Posons en clfet 


S(x) = tti -f- Mi Mn -h Rn — Srt(x) -f- R„(ir). 

La sdrie (5tant uniformement convergente, etant donn^ s, 
on peut Irouver un nombre n independant de x, tel que Ton ait 

1 Rn 1 = 1 S(x) — Sn(.T) 1 < £ 


quel que soil x dans Tintervalle (nous le repetons). 
Posons 



On a 


j r‘x nx 

S(x)dx — -f- -h • • • 4- Mr, “h I R„(a:)dx, 

0*0 

Comine | Rn(ic) | < s, la derniere intdgrale est moindre 
que £ I X — 1 et i fortiori que e \ b — a \ == e'. 

La difference 



(uj -4- M-i • • • -+• r»j) 


peut done etre rendue moindre que le nombre s' choisi arbitrairement. 

to 

On en conclut : 1® que la sdrie des integrales 


V\ -f- 1*2 • • • 4* Vn "+• • • • 

est convergente; 2® qu’elle a pour valeur I'integrale de la fonc- 

to 

lion S(a;); 3® enfin, puisque n est iad^pendant de X, la s4rie 
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des intt^grales vi + F2 + • • * + rn + • • • est uniformement conver- 
gente dans Tintervalle ab. 


Derivation. — Tiii'^oheme. — Si les lernies (rune sirie unIformJment 
convergenle onl des (UPwdes continues, el si la sdrie des dthdvdes esL 
uniformiment conrerr/ente, sa somme represente la dcrivc^e de la fonciion 
reprisenUe par la sdric donnee. 


Designons en elfet par l{x) la seric des deriv^es 

V/^\ - 1 _1_ . . . _L. 1 _Vi U 

“-W — ^ + * • * + ./.T ■+“ • • • — -h lU. 


D’apres le theoreme prectHlenl, on aura, en ddsignant par 
Xq et X deux valeurs quelcoiujiies de rintervallc 

En elFectuant les (juadratiires en nomhrc lini qui figurent an 
second inembre, on pourra ^crire 



= [«i(X) — a,( a)! -I- [a,(X) — (a.Ca',,)]-+- • • • 
-f-[a«(\) —a„(ro)]-f- / H.(.T)d.r 

= S.(X) - S.(:r,) rn,.(T)ftx, 

J-i'n 


En prenant n sullisaniinent grand, le second nieinbrc est d’aprcs 
les hypotheses, aussi voisin qu’on le vent de S(X) — S(cco)' 
mier membre, qui est fixe, lui est done rigoureusenient egal : 


(i, 10 



= S(X) — S(aro). 


Cette dgalite prouve quo S(X) a pour derivee X(X). Comme 
X est une valeur quelconque de Tintervalle, la serie des derivees X(a7) 
se confond bien avec la derivee de la fonciion S(.r). 


VI. — SERIES ExNTifeRES 


On appelle serie entifere une serie de la forme 

Oq -h UiX H- a2X“ -h • • * -h UnX^ --f- ... 
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les a etant des constantes r^elles ou imaginaires, x pouvant 4tre 
r^el ou imaginaire. Si x est imaginaire nous supposons connue la 
definition de a;” par la formule de Moivre. II serail aise de monlrer 

que, meme si x est imaginaire, le rapport -^ tend vers 

quand h tend vers zero d’une manifere quelconque. Nous 
dirons que la fonction x^ (x imaginaire) admet une derivee 
Nous designerons par A, X, les modules de a, x. 

Nous demontrerons d’abord le Iheoreme fondamental suivant dA 
k Abel. 


Th^iohi^me d’Abel. — Si la sirie est convergente pour une valeur par- 
ticuliire asg, elle esi absolameni convergente pour loate valeur de x telle 
que X < Xq. 

En elTet, la s^rie etant convergente pour x^j solt M le plus grand 

P 

des modules des termes de la serie. On aura done quel que 

soil /I 

M 

AnXo M ou An < Vh* 

Ao 

Par suite 


A„X» < M (1)”. 


0i,0) 


Le module du ter me general est done au plus egal au 
terme general de la serie a termes positifs M qui est une pro¬ 


gression geometrique convergente puisque X < X^, 

P 

Gomme on le voit, la demonstration suppose seulement que 

tous les termes de la serie restent, pour iro,,inferieurs en module a un 
nombre fixe. 

Inversement si la serie est divergente pour Xq elle le sera pour 
toute valeur de x telle que X > Xq. 

Gonsiderons le terme general Supposons que, pour une cer- 
taine valeur X^, ce terme reste fini quel que soil n ; il tendra vers 
zero pour toute valeur de x de module moindre lorsque n croitra 

t: 

indefiniment. On a en effet 



Le premier facteur (auXof reste par hypothese fini et le deuxi^me 
tend vers zero. 
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I >6 mfirne si le terme AnX; ne tend pas vers 26 ro, le terme A»X* 
augmentera indefiniment pour toute valeur telle que X > Xq. 

TZ 

Sans cela, d’apres la remarque ci-dessus, A„Xj tendrait vers 
z6ro. On voit done que Ton peut partager les nombres positifs^en 
deux classes: 

1 ® les nombres p assez petits pour que AnO” ait z^ro pour limite 
quand n augmente indefiniment. 

2 ® les nombres p' assez grands pour que A"p'" n’ait pas z 6 ro pour 
limite. 

Ces deux classes sont s^pardes par un nombre interm4- 
diaire R pour lequel on ne peut rien affirmer ; on est seulement 
certain que, si p < R, Anp” tend vers z 6 ro; et sip > R, Anp** ne tend 
pas vers zdro. 

II peut d’ailleurs ne pas exister de nombre p' ; dans ce cas on peut * 
dire que R augmente indefiniment; e’est ce qui arrive par exemple 

si An = ^. II peut de meme ne pas exister de nombre p ; dans ce 

cas R est nul ; e'est le cas de An = n ! . 

Bajron de convergence. — Le nombre R s'appelle le rayon de 
convergence de la serie. Nous aliens en elfet d^montrer le th^or^me 
suivant: 

Thi^orfimb. — Si ion donne d x une valeur de module X > R /a 
sirie esi divergenie, X <C R la sirie esl absolament convergente. 

La sirie est meme uni/ormiment convergenle pour Louies les valeurs 
lelles que X < p, p itanl un nombre fixe qaelconque infirieur d R. 

TZ ' 

La premiere par tie est ^vidente puisque le module du 

terme general AnX'* ne tend pas vers z^ro. 

Pour la seconde partie nous aliens deinontrer que, pour toute 
valeur de x telle que X < p < R, ^tant donn^ un nombre e, on peut 
trouver un entier v, indipendant dex, tel que si n > v on ait 

An4.iX«+‘ + + . . . An+pX»^+^ < 6 

quel que soit p. 

En effet entre p et R considdroiis un nombre fixe quelconque r. 

Lemjme. — Etant donni le nombre quelconque r <C,Ry on peut lui 
faire correspondre an nombre M tel que^ quel que soil p, on ail 

M 
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Kn elTet, par hypothese An/*” a pour limite zdro qiiand n augments 

d 

indefininieiit. A partir d’un certain rang a, toutes les quan- 

d 

li^s Am/'”* sont done inf6ricures 5 un nombre fixe/>. II en 

resulte que toutes les quantites Ap/*P, rjuel qnc salt p, restent 
rieures a un nombre (ixe M ({ui sera la plus grande des quantites en 
nombre fini 

A,r, Aar* -h • •r,. 

M 

On a done bien, quel que solt p,\prP <; M, e’est-a-dire \p < • 

O’est Cette remarfpie, tres iinportante, qui servirade base a toutes- 

IT 

nos demonstrations : elle permet de remplacer toutes les 

quantiU\s variables Ap, pour lesquellos rien n*est precise, par les 

quantites parfaitement definies en fonction d’uii seal nombre 

fixe /*. 

On aura done 


A fortiori 


-i-A„, +... + 


Or la serie dont Ic terme gemSral est M fe 

gentc. La parenthese est a fortiori infiuaeure a ( H X 


est conver- 
J 


P 


II sera donccertainementinfdrieura?, si1— 

Cette int^galite sera vtu’ifiee a partir d’une certaine valeur v de a 
et pour toute valeur suptVieure. 


(0 

Cette valeur est bien independante de la valeur de x consi- 
der6e et de p. La serie est done bien absolument et uniformcment 
conyergente pour les valeurs de x considerees. 

La serie sera absolument convergente pour toute valeur x telle 
que X < R. 

8 

Donnons-nous en elTet une de ces valeurs. Entre le nombre 
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fixe X ei 11 choisissons un nonibre r, l)e nieme que ci-dessus, on 
pourra ecrire Apt'P < M quel que soil p, et 

Le second menibre pent bien elre rendu inferieur a c quel que 
soil p. 

to 

En resume, etant donnee une serie entiere, il existe un 

nombre posilif R jouissant de la proprit5le suivantc : la scrie est 
diveryente pour toute valeur de x telle quo X > R. Elle est abso- 
lumcnlconverj^enLe pour toiile valeur de x telle ([ue X < R. R s’appelle 
rayon de conver^jcnce de la serie. 

Tous los points reels ou ima”‘inaires x tels que X R sont compris 
a rinterieur d un cercle de rayon R ; ce cercle s’appelle cercle dc 
conver<^ence. 

Pour les valeurs de x tellestjue X -- R, cVsl-a-dire pourles points 
du cercle eux-mernes, on ne pent rien dire a priori. Ainsi les series 

^ ^ , admettent toute trois pour rayon de conver¬ 

gence R — t ,ear le rapport d’un tcrmc aii precedent a pour liinite x. 

La |)reiniere serie est divergente pour x — ± I. La deuxieine 
est divergente pour x 1 ot convergenle pourx = — 1 ; la troisi^me 
est absolument convergente pour x ----zt. \, 

Continuity d’une syrie entifere. Points du cercle de convergence. — 

La serie etant uniformement convergente pour les valeurs de x 

^2 

tel les que \ '< o l\, et les terines etant des fonctions conti¬ 

nues de a*, sera elle-meme une fonction continue de x pour les 
menies valeurs. 

La contiiiuite subsiste pour les valeurs telles que X = R pourvu 
que, pour ces valeurs, la serie soil convergente. Abel a en ellet 
dyniontre quo ; 

TintoBi^ME- — Si la sdrie est concenjeiitc pour une valeur x^ telle 

(jiic Xq — R cest~a»dire pour un point Mq da cercle, la somme de 

ceile serie est la limite vers laqaelle tend la somme de la serie S (x) 
lorsque le point M correspondant a x se rapproche de en restant sur 
le rayon OMq. 
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On peui dimonlrer mime qne : il suffil que M se rapprovhe de Mo en 
reslanl sar une courbe qui ne soil pas tangents an cercle en Mo*. 

La s6rie ^tant convergente pour tel que Xq == R* soil 

S(Ty) = no 4“ nia^o 4- a^xl 4- ... 4- anX^ 4- • • • 

d , 

Etant donn6 s, il existera un nombre n tel que 

4- 4-h < e quel que soil /). 

Prenons maintenant une valeur x correspondant a un point 
interieur au cercle, posons x = Xq9 et faisons varier Q par valeurs 
reelles ou imaginaires de telle maniere que le module de 6 varie de 

jsero a 1, limites comprises; la valeur limite de 9 6tant 1, 

X variera de z6ro a xo, X croitra de a^ro k Xq = R. On aura 


/(®) = /(^oft) = «o + -!-••• -4-a„0’'x3-+- • •. 

S — J(x) = [ffia;o(l — 6) H- «sa:J(l — 6'^) -f- . •. + a„T^(i — ft")] 
-4- o„4.,*S+' 4- ... 

— a„j^i O'* '■* x'i - a„j^p 0«+J>a:J+»’ 4- 


Par hypothese, la ^omrae de la s^rie en deuxi^me ligne est 

moindre que s en valeur absolue. 

Prenons la troisi^me ligne. En posant 


Si = a„4 ix’„'+', Si = a„+iX”+‘ + «n+2x;+‘, • • • 

Sp — a„.,_,x;+' 4- ... -H a„4.px’o+P 

On pent I’^crire successivement 

O 

‘ 0-*+< S, 4- fl’’+'(S2 — S,) 4- • • •= 0"+‘(l — 0)Si 4- 0"+**(l — 0)Sj 4- 

= 6"+*(l — 0)[Si 4“ ftSj 4" ft^Sj 4~ • • •]• 




Si toutes les quantit^s S^, S 2 , • • • sont, en module, inf^rieures k e, 


la parenth6se aura un module moindre que ^ ilatroi- 

si^me partie est done moindre que | [ X 11 — ® | X 

U _ Ql <“ 

et k fortiori moindre que s -£ _|q| . Elle pourra 4tre rendue 

aussi petite qu’on le vent si la fraction reste finie. 

Posons 

0 =. r (cos o 4- i sin a), 1 — 0 = p (cos p 4- i sin P). 
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On a i chercher la timite de YziTj- • 


D’oii 


p cos p = 1 — r cos a, p sin ^ = — r sin a. 


r* = 1 4- p- — 2p cos p et 

S. 


p _ 1 4- r 

1 •— r 2 cos P — p" 


Quand M tend vers Q tend vers 1, « tend vers zdro, 
p vers z^ro, r vers 1. 

“ . . 1 

La limile du second membre est is- -r. La seconde 

• lim cos 

ligne est done moindre que , si lim cos ^ 0. 

\C • — ^ 

Or 1 — 0 = —; |3 represente done Tangle de la direc¬ 


tion limile — x avec la direction oxq. II suffit done que la 

tangente au point h. la courbe decrile par x ne soil pas tangente 
au cercle pour que le module de la troisieme ligne soil ausai petit 
que Ton veut. 

^ p 

Considerons enfin la premiere ligne. G’est un poly- 

nome de degre n end qui s’annule pour 9 == I. On pent supposer 9 
suffisamment voisin de 1 pour que le module du polyndme soil dga- 
lement moindre que £. On aura alors 


1 S —/(a-) I < s'. 

CO 

Ce qui montre que f{x) a pour limile S quand 9 tend vers 1 
par valeurs quelconques, e’est-a-dire quand x tend vers Xq d’une 
manifere quelconque (non tangentiellement au cercle). 


* 

Integration. — Si a; est rdel, la serie entiere etant absolu- 

ment et uniformement convergenle, si la valeur absolue de x est 
inferieure ^ R, et ses termes etant des fonctions continues de a;, 
peut 4tre integr4e terme i lerme. La s^rie des inWgrales represente 
une integrale de la function S{x). 

On obtient ainsi, par integrations successives, une suite de nou- 
velles series enti^res convergentes dans le mfime intervalle, uni¬ 
formement convergentes pour les valeurs redles de x satisfaisant 

I a; [ < |5 < R. 

Si X est imaginaire, nous definirons plus lard Tintegrale de func¬ 
tion de variable complexe, et pourrons alors etendre le resullat aux 
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v«Tleurs imaginaires cle x, mais d^s mainteiiant, la derivee de 
elant comme nous Tavons dit, meme si x est imaginaire^ 

nous pourrons dire, inversemeiit, qu'iine primitive de x" est 

' T, Si nous coiisiderons la serie 

il i~ J 


^2 ) 1 
S' — ff„.T 4- at -H •. • 4- a„ ' , , 

P 

cdle admct ev idem men t un rayon de convergence an moins 
6gal a 11 et il resuUcra du Lheoreme suivant sur la derivation des 
series, (pie S^(./*) admet pourderivi^e S(.e), par constkpient que la serie 
(les primitives des termos est une primitive de la fonction S(x). 


Derivation. — Considerons la serie 

S(.r) zi:: (/y -1 - a,x -i- ... 4 - n„x" • • • 

admettant R pour rayon de convergence et prenons la serie Si(x) 
des derivees 

Si(.r) =r (Ij -f. 2a./r . 4 - 4 - ... 

'f' 

j\ous (dlons monlrcr f/ue cede s6rie esl absoliinient el uniformi- 
nient co/iverijcnie pour Ics mcmes ruleurs de x qae la serie donndc, 

Considerons eii elTet les modules des termos et fornions 

It = {n ~\~ 1- • • • H- (n -4- 

Prenons uii nombre r eompris entre c et R. 
a 

D’apres la remarque fondamentale, on peut ccrire, pour 
loute valeiir de I’indice, kp - " Par suite 


IT 

11 1 . 

- f-i 

(/I 4- 1)X." 4- • 


A fortiori 



Il '4 

?)'■ -t- (n 4- 2)(; 

0\"+‘ , 

r) ^-1-J 


Or la stu'ie i\ termes positifs dont le terme gdn^ral est 
Vn = (/? -4“ A') r-j est convergente, puis([ue le ropport d’un 

terme precedent —^ I 1 r ^ limite < 1 lorsque k augmentc 
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indefiiiiment. On pent done supposer n sudisamment grand pour que 
la somme d\in nonibre qiielconque de termes a partir du soit 

moindre qu'un nombre jj arbitrairement choisi. A partir de celte 

P 

valeur de /i, on aura done H < •. Ce nombre n elant inde¬ 

pendant de la valeur de x consideree, la serie des derivees est bien 

absolument et unifornicment convergente. 
d 

On en deduit immedialement quo : Tonies les sdries des ddrivees 
successives sonl cyalemenl absolument cl nnijormdmenl convergenles 
pour les valeurs 0 << X ^ <C R. 

Comme nous I’avons fait pour la serie initiale, les series sont 
d'ailleurs absolument convergenles pour X < R. 

La somme de la sdrie Si(x) est unc fonction continue de la 
variable pour les valeurS de x considerdes. 

Nous montrerons qne celte sdrie des derivees est la derivee 

de la fonction S(.jc) : On ne peut pas en ellet appliquer le thdoreme 
sur la derivation des sdries de fonctions uniformement conver- 

TZ 

genles qui n’a ele demonlre que pour des valeurs rdelles 

de x\ on n’a pas encore defini ni demonlre que si x est imaginaire, 

f(^x) admet une ddrivde (limite bien ddlerminee du rapport 
quelle que soit la fa<;on dont Ax tende vers zero): 

Toutes les siries oblenuesy soil par inleyrations successives, soil par 

derivations des tennes, onl mane cercle de convergence : 

o* 

En effet, soit IV le rayon de convergence d’une sdrie, nous 
avons vu ddja que Ton a R' > R. Mais la serie donnee etant, par 
rapport celle-1^, soit une serie derivee, soit une serie intdgrale, on 
a R > IV. Done R = IV. 

Formule de Taylor. — Ddsignons par Sg , • • • Sn les sdries des 
iierivdes successives : 

Sj = Sj = 5:/i(a — • • • 

P 

Si dans ces series nous faisons x = 0, nous aurons 

Sn(0) = /I! Un. On en deduit an = > de sorle que la sdrie donnee 

peut s’dcrire 

S(x) = S(0) +1 S,(()) -f-s,(0) 4- • • • + s„(0) + ... 
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et nous verrons quo les series Sj, Sj, • • • sonl les d6rivees successive^ 
de la fonclioii S{x). 

p 

Cette formule porte le nom de formule de Mac-Laurin. La 
fonction ne peut done 6tre repr4senl6e que d’une seule maniire en 
sfirie enlifcre. 

Soil un point x k Tintdrieur du cercle de convergence. Formons 
S(x + h) 

S(x - 4 *- h) = X.iXn(x -h A)” = -f- h- ... + h^]. 

Nous pouvons former une sdrie double dont les termes 
dependent des puissances de x et de h en ecrivant les termes prove- 
nant de an{x + h)^ suivant une m4me colonne verticale. On aura 
ainsi 

S{x + h) = Qq diX -f- a2X^ 4- ... 4- 4- *.. 

-H fli/i ■+" 2 a^hx 4 - nanX^^^h 

4 “ ci^h^ 


-h Onh^ 

Pit? 

' La serie des modules s'obtiendra en rempla^ant a par 
A, X et A par X et H; si on revalue parcolonnes, ce sera done la s^rie 

I£An(X + H)". File sera certainement convergente si X + H < R. 
d 

Dans ce cas dans la s^rie donnee, on pourra grouper arbi- 

Irairement les termes sans modifier la valeur de lu s6rie. Si 

nous calculous la s6rie par colonnes verticales nous obtenons 
S(x + h). Si nous groupons les termes correspondant a une meme 
puissance de h, ce qui revient a calculer la s6rie par lignes horizon- 
tales, le lerme independant de h sera la serie donnee lanxr^ = S{x). 
Le coefficient de h sera la [siSrie Inanx^-^ == Si(x). Le coefficient 
de /i* sera la s6rie 


s *> „.x-. = ^ S.( 

(0 

On obtiendra pour valeur de la s^rie double 
S(x -(- h) == S(x) -H J S,(x) + S,(ar) 

II suffil pour cela que X + H <C R. 


D4riv4e de la fonction sdrie. — De cette formule, on peut deduire 
que la s6rie des derivfees Si(x) est hien la d^riv^e de la fonction S(x) 



s£rIBS - SPRIER BE FONCTIONS - SRISIES ENTlJiRES 17S 




On a en effet 


S(x -f- fc) — S(x) 
h 


= S|(x) -4- h 





Si Ton fait tendre h vers 24ro^ la parenth^se restant finie pour les 
valeurs de h consider^es, le second membre tend vers Si{x). On a 
bien 


Si(x) = lim. 


S(x -hh) — S(x) 


Ainsiy mime si x est imaginaire, {les raisonnemenls Jails ne supposent 
pas da tout que x soil riet) la Jonction de variable imaginaire S(a;) admet 
AS 

une dirivie, limiie de ^ indipendante de la Ja^on doni Lx tend vers ziro^ 

qui est la somme de la sirie des dirivies, 

Comme S 2 se d^duit de Sj corome Si se deduit do S, S 2 est la 
ddrivee premiere de Si, done la d^rivde seconde de S, etc. On 
pent done (5crire 

S(.r + ft) = S(a:) -4- J S'(a;) 4- S"(x) + • • • + ^ S"(x) 

P 

G’est la formule de Taylor dont la formule de Mac-Laurin 
n’est qu*un cas particulier. 

Cette formule, nous Tavons vu, est certainement valable si 

X + H < R ou H < R — X. Si Ton remarque que II repr^- 

sente la distance des deux points x, x + cette iniSgalite exprime 
(jue le point x A se trouve a rint^rieur du cercle de centre x 
tangent au cercle de convergence. 


Consequence. — Si Ton considere la sdrie des primitives des 
termes S\x) = Ian i cetie serie admet une derivde 

lanx^. C’est la serie donnee. Nous dirons que S^(a:) est une primi- 

tive de la fonction S(x). Elle s'obtient done en integrant 

terme h terme les termes de S(x). Nous dtendrons ce r^sultat a 
I’integration de la fonction S(x) quand nous aurons defini I’integrale 
de fonction de variable complexe. 

II est possible que la si5rie de Taylor ci-dessus soit convergente 
pour des valeurs qui ne satislont pas k Tin^galit^ X -H H < R et 
qu’elle repr^sente S{x 4- A), a la condition neanmoins que | x A | < R. 
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II est possible egalement que Ton puisse obtenir des develop- 
pements en serie doiinant la valeur de la fonction pour des valeurs 

de X exterieures au cercle de convergence, niais alors ces 

d(5veloj)peinenls ne procederont pas suivant les puissances entieres 
de X. Considerons par exemple la fonclion (1 + x)^ et bornons- 

nous aux valeurs reelles de Nous verrons que celte fonc- 

lion pent elre representee par le developpeinent illimile (si m n’est 
pas enlier) 


(I4-.T)” 


. m m(ni — 
-2!' 




."'.(!?~ ^ 1 :;(>«—, 


n ! 


d^veloppement valable de.f = — 1 (sous certaines 

reserves dans les cas liiniles). 

Soil Xq unc valeur de I'inlervalle On peut ecrire 

( Of* - - y \ 

1-4- 

en posanl y = 

On pourra developper (1 -f suivant les puissances de y. 

0 

Le de.veloppcment sera valable pourvu que | y | < 1, 
c’est-a-dire pour les valeurs de x comprises entre — 1 el 1 + 2^^. 
Si Xq est positif, le nouvel intervalle est plus grand que le premier 
(— 1, + 1) ; la nouvelle formule permettra de calculer les valeurs 
de la fonclion pour des valeurs de la variable situces en dehors de 
rintervalle primilif. 


S^rie majorante. — Considerons une serie a coefficients quel- 
conques 

Oq -I- ... + 4- ... 

et une autre serie a coefficient tons posilifs 

ay 4- Ofio: 4- ■ • ' 4- . . . 

On dit que la deuxieme est une serie majoranle de la premiere si 

OTj 

Ton a, pour toutes valeurs de Tindice n. An <i c/.n \ la pre¬ 

miere admet un rayon de convergence au moins egal h celui de la 
seconde. 

II est clair que, si Ton donne un polyn6me P(ao» dont 
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tous les coefficients soicnt r^els et positifs, si I*on substitue les coef- 
ficients oCq, • • • Un aux coefficients Gq, • • • an on aura 

1 P(«0» fll, • • • fln) I < * ^n)- 

II est ais4 de former une s4rie majorante d*une s«$rie entiere donnee. 
Si celle-ci admet un rayon de convergence R, en se donnant < R 

. . M 

nous avons vu qu’on pent ecrire An < p., M etantsup^rieur 

k Aq. II suflit done de prendre an = * 

Remarhue. — On peut ddmontrer que : Elant donnd an nombre 
qnelconqae m tel que Aq < m < M, on peut ddterminer un nombre r < R 

tel que An < pour loute vnleur de Cindicc. 

0 

On aura en elTet 

Choisissons r de telle maniere que M < m, (ce qui en- 
traine - < 1); on aura bien 

An'-" < m ^< m. 

On peut en particulier prendre m = Aq. 

Cette remarque nous sera utile plus tard (series de series). 


VII. -- SlUUES A DEUX VARIABLES 

Region de convergence. — Considerons la serie entiere depen¬ 
dant de deux variables x, y. 

S(x, Y) = 

Supposons d’abord les coefficients tous posiiifs ainsi que x, y. 

P 

Si cette serie est convergente pour elle sera ^videmment 

convergente pour toutes valeurs de x, y respectivement inf^rieures 
^ Jo- 

Si la serie est divergente pour Xj, y^, elle le sera aussi pour toutes 
valeurs de x, y respectivement sup^rieures II y^. 

Carrus. — Cours de Calcul difl^rentiel et integral. 


12 
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Consid^rons x, y comine les coordonn^es d’un point du plan et 
deplaijons cc point sur une demi-droile OL 

y = (X > o) 

p, o . . 

de 0 ii 3 c. D’apres les remarques ci-dessus, il existera sur 

cette droite un point M jouissant de la propri^t^ suivante : Pour 
tout point du segment OM, la serie est convergente. Pour tout point 
du segment M + oo la s4rie est divergente. Pour le point M lui- 
meme on ne peut rien dire. 



Nous definissons ainsi un point M sur chaque droite OL. 

Notts allons montrer qtie ce point se deplace d'ane Jagon continue 

avec la droite OL. 

5 

ConsidtTons en elfel une autre position de la droite OL' et 
tra(,^ons le rectangle de diagonale OM. La droite OL' rencontre les 
c6tes du rectangle en C, D. 

O’, 

Pour tout point du segment OG la serie est convergente 

puisque les coordonm^es de ce point sont respectivement infd- 
rieures celles de M, Pour tout point de DL' au contraire, la s^rie 

to 

est divergente. Le point M' de la droite L, scparatifdes deux 

zones, est done situe entre C et D. Lorsque L'se rapproche de L, ce 
point vient done n^cessaireniment se confondre avec M. 

p 

Le lieu d4crit par M est done une courbe qui partage la 

r<Sgion xoy en deux parties. Pour lout point de la region comprenant 
I’origine la sdrie est convergente. Pour tout point 4 I’exlerieur, la 
s^rie est divergente. Pour les points de la courbe elle-ra4me on ne 
peut rien affirmer. 
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D'apres la conslruction de M', la courbe est telle que si 

Tune des coordonn^es augmente, I’autre diminue et inversement. 

Enfin lorsque OL' se rapproche de Tun des axes, le point M pent 
lendre vers un point de cet axe ou s'eloigner indefiniment. D’ailleurs 
ce point limile pent ne pas se confondre avec celui de la s6rie 
obteniie en faisaat directement y = 0 par exemple. 

Exernples : 1^ La serie ^ est convergente si Ton a 4 la 


fois X < a, y b \ elle est alors le produit des deux series conver- 
gentes^^‘- j » ^\6) ’ ^ done pour somme - -X - 

courbe separatrice est form^e par les deux segments du rectangle 
=z a,y = b. 

2® Gonsid^rons la sdrie double 



Si nous groupons les termes de la serie en prenant ceux pour 
lesquels m + ^ = A* on obtient f) • La s^rie est done conver- 
X V 1 

gente pour - -h j < 1 et a pour valeur- - -c . La courbe s6pa- 

“ ‘-(i+y 

m X y 

ratrice est le segment de droite ^ ^ ^ compris entre les axes. 

3® Enfin considerons la serie du premier exemple V mais ou 

les indices m et n varient de 1 ^ • Cette st^iie est con¬ 

vergente en tous les points du rectangle considdre ci-dessus, et aussi 
pour tous les points des axes. Le point sdparatif .sur ox est done 
rejet^ a I’infini tandis que le point M de OL tend vers le point 
d’abscisse a de ox, lorsque OL se rapproche de ox, 

Remarque. — Prenons le point de la courbe situe sur la bissec- 
trice des axes x = j — R. Soit r un nombre quelconque inferieur 
a R. Pour x = y = r, la s^rie est convergente. Le terme general 

tend done vers zero. Gela veut dire que pour des valeurs 

de rriy n respectivement superieures 5 des entiers d^terininds [x, v, 
on a < £. Si done on considfere la suite finie formee des 

termes awnr"*+» ou /n < /i < v et de £, si M designe le j)lus grand 
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(U 

<le ces nombres on pourra ecrire < M, quels que 

soient les indices ni^ n, 

Je dis qu’il est impossible que ces m^mes in^galit^s puissent 

avoir lieu pour un nombre r' > R. 

^ . . M 

Si en efifet on avail < M on en deduirait Umn < 

le terme general do la serie serait moindre que celui de la s6rie 

qui r^sulte du produit des deux series et^(^-) 

([ui sont absolument convergentes pour x < r\ y < r\ 

La serie serait done convergenle pour un point aussi voisin qu’on 
le veut du point x = r', y — r' qui est exterieur a la region. 

a 

On pent done dire que la valear R separe les nombres r, 

pour lesquels amnr"*+^ lend vers zero^ des nombres r' pour lesquels 
ne tend pas vers ziro, 

Etant donne un nombre quelconque inft^rieur a R, on pent lui 
laire eorrespondre un nombre M tel que, pour loutes valeurs des 

indiees, on ait amn< 

Ces eonsiderations s'appliquent aux series d un nombre quel¬ 
conque de variables. 

Series ^uelconques. — Gonsid4ronsmaintenantune serie 'lamnx^y^ 
a eoellicients cjueleonques, x ^iy pouvant eux-inemes etre positifs 
ou negatifs ou nieme imaginaires. Nous designerons par A, X. Y, 
los modules de a, a;, j. 

^ Si nous prenons la sdrie des modules des termes, elle serait 
cDiivergenle pour tout point X, Y situ6 h I’intdrieur d’une certaine 
l egion de Tangle posilif des axes de coordonn^es limitt^e par une 
courbe C. Si x et y sont rdels (positifs ou negatifs) la serie donnee est 
absolument convergente pour tout point x, j d’une region K limitee 
par G et par les courbes sym^triques par rapport aux axes ou ^ Torigine. 

Si X et y sont imaginaires, ^ nous dirons encore cjue ce point 
est a Tinterieur de E, si le point X, Y est a Tinterieur de G. 

Pour tout systeme x^q a Texlerieur de E, la st^rie est divergente. 
Gar si elle etait convergente, le terme general ayant pour limite 
zero, on pourrait 6crire pour toutes valeurs des indices, comme nous 
1 avons souvent vu, 

M 

0 ^ ^1 d OU ^tnn 
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Le module du terme de la s(5rie donnee serait inferieur a 
X"'Y” ; la s^rie serait convergente pour X < Xq, Y < Y^. 

Ao 1 0 

La s4rie des modules serait done convergente pour un point 
aussi voisin qu’on le veut de XqYq qui devrait done se trouver a 
rint^rieur de C, contrairement li Thypothese. 

Etanl donne iin poinl a linUrieur de E, la sdrie esl absolu- 
meat et unijormement convergenle pour tout sysli^me x, y id quo 
X < Xq, Y < Yq Elle esl done absolumenl cl unijornxemenl convenjenic 

pour lout poinl de la region E. La somme de la serie esl done 

aussi ane Jonelion continue de x^y a tialSrieiir de E. 

Ainsi pour les series entieres doubles comme pour les series en- 

p ... 

ti^res simples il ne pent pas exisler de sdrie seini-conver- 

gente : la sdrie est absolument convergente ou elle est divergente. 

Series ddrivdes. — Derivons terme a terme tous les terrnes de la 
sdrie, soil par rapport a x soit par rapport a y. Nous forinons les 
series 

Si(a:, y) = S/x, y) =?= , 

Si la premiere sdrie est convergente pour lout point d'une 
region E', elle Test absolument. Les coeTlicients de cette sdrie niAmn 

ft) 

etant supdrieurs a ceux de la sdrie initiale, cette dernierc* 

sdrie est done absolument convergente dans la rdgion E': tout point 
de E' est done h Tintdricur de E. 

Mais d’aulre part, soit un point ./•, y de E : la sdrie S dtant 
convergente et absolument, on pent ecrire 

0, 

Pour le point x^y^ le terme gdndral de la sdrie a un 

module moindre ^ Si Xq < X, Yq < Y, ce dernier terme 

est le terme general du produit des deux series absolument conver- 
gentes 

Ix-lx-j IVy)- 

La sdrie est done absolument convergente pour Xq < X, Yq < Y . 
Le point Xq, Yq pouvant etre aussi voisin qu’on le veut du point X, Y, 
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on voit que lout point cle E se irouve h rinterieur de la region 
ou sur la courbe limile. 

I.es deux n^fjions E ei E' soni done les mcmes. 

II en esl de menie dn domaine de convergence de la serie 82- 
Les deux series derivies onl done mcme domaine de convergence que 
la serie donnee^ ei it en sera par suite de meme des series ddrivies dun 
ordre quelconque. 

(^lierchons la signification de la serie 

Soil un point y a rinterieur dc la region de convergence. 
Donnons a y une valcur constante et ordonnons la serie S par 
rapport aux puissances croissautes de x. Nous obtiendrons une serie 

^3 

enli^re! a une variable. La serie des derivees par rapport a./; 

lie change egalenient pas si on ordonno les iernies par rapport aux 

puissances croissautes de Or celte s^ric des derivees est 

la di^rivL^e par rapport a x de la fonction representee par la somnie 
de la serie j). 

On peut done ^crire 




dc m6ine y) 


y) 


On peut de proche en proche tHendre ces resultals a toutes 
les sdries derivees. 


Elies son/ convcrgenles dans le mcme domaine E que la sh'ie inillale et 
repn^scnienl les ddrivi^es partielles successioes de S(.r, y). 


Formule de Taylor. — Considerons enfin 


Sfx -f* li, y h k) — -f- - 4 - ky. 

En developpant (x + et (y -f- ky et ellectuant les produits, 
supposons que nous puissions grouper les terines d’une maniere 

quelconcfue. L’onsemble des tenues ind(Spendants de h et k 

sera c*est-a-dire la serie donnee. 

Les tormes ne coinprenant que h formeront la nevie IrnamnX^'-'^y^ 

soit la serie 

A.r 


D'unefagon g^neraleles lermesen //p/t^auront pour coefficient 



II ! 

q H/, — ^ • 
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Ce qui peut s’^crire 

1 ml nl 1 

p ! 7/1 (m —p)'-' t" — 7) S ^ P ''I ■ 

Si done, les groupements envisages etaient permis, on pourrait 
ecrire 

, ,,, , /ti)S kdS , ._LhPki^-^- 

S(x + h,y + k) = b(j', y) -+-1 ^ + 1 ^, 3 ; 2! ox» "* ^ p!7^ 

Si Ton groupe encore tons les termes lels que p + 7 = ['*•> 
I’ensemble de ccs termes sera 

V _L_ = i Jii- hPk'. + . • • 

! 7 I ' |JL ! /^! 7 1 dxi‘iiy*i 

On pourra le niettre sous la forme synibolique 

jjL! V «V f 

la notation symbolique signiliant quo Ton d^veloppe par la 
formule du bindme la puissance (p + 7)' ^ remplacc ensuito 

/dS\i’/aS\'' , , ‘V'^^'S 

chaque ter me h^h (j,-j par ^xi'cyP 

(0 

On peut done Ecrire encore 

S(x + /.,/ + A) = S(.r, y)+\[ f, + A- -h ( h 4- A ) 4- • • • 

C’est la formule dc Taylor pour les series entiferes 5 deux variables. 

t 

Reste a r^soudre une ([uestion iinportante : dans quel cas 

les operations que nous avons faites sont-elles licites . 

’’ Le groupement des termes dans un ordre quelconquc est 
certninement permis si la sorie dont nous bouleversons les termes 
est absolumeut convergente. 

Nous devons done considerer la s6rie des modules 


1A„„(X4-Hr X (^-+-^^)"- 

Pour qu elle soit convergente il faut etil suflitque le point 

X -f H, Y + K soit h I’int^rieur de C, cequienlraine d’ailleurs que 
le point X, Y soit lui-meme h I'intdrieur de C. 
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Pour ce point, on peut alors 4crire 


S(x + h, y 


as aSy.i 

dx hyj 


.h{‘ 




hS 

dx 




dyj 


-h ■ 


En particulier, considerons le carre dont les c6tds sont paral- 
l^les aux axes, un sommet etant le point XY, le sommet diagona- 
lement oppose le point de la courbe C. Soil p le c6te de ce carre. La 
s^rie sera convergenle pour tout point h Tintdrieur d’un carr^ de 
centre X, Y de cote 'ip c’est-4-dire pour 11 < o, K p. 


Vlir. ^ SERIES DE SERIES 


Soit y = S(jr) une sdrie entiere 

y ~ -h aiX -h • • • -h ... -f- 

admeitant un rayon de convergence R. 

Soit z une s(5ric entiere eii y 

z — T(y) — Iq -h biy -f- ... --f- bny^ • • • 

de rayon R'. 

Substituons dans cette deuxi^me I’expression de y : 

Six < R, la s(5rie y sera absolument coiivergente et par suite 

a 

aiissi les s(5ries y*, y^, ... y*, Dans celles-ci, nous pouvons 

done ecrire les termes dans lei ordre que nous voulons, en particu¬ 
lier ordonner y* suivant les puissances croissantes de x, 
a 

En disposant verticaleinent les termes correspondants, nous 
obtiendrons done 


z — -4~ bi 

< 



-f- o.^x -H bi 

+ 2a„aiX -t- b,. 


4- ^ 

-H (af -h 2a(,rt>)x* 


' i 

-f- 


Glierclions h quellcs conditions cette sdrie double entree 

sera absolument convergenle. 11 faut d’abord que la s6rie de 

la premiere ligiie le soit ; e’est la sdrie 

^0 ^ 2^0 b„aQ - 4 - . •. 
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to 

II est done n^cessaire que < R'. 

Nous allons montrer que cette condition est suffisante pour que 
la s^rie double soil absolument convergente, ill condition que X soit 
suffisamment petit. 

En effet remarquons que, dans la serie a double entree, les coef¬ 
ficients sont des polyndines dont les termes ne precedent que par 

r 

additions et multiplications. II en resulte que, si nous rem- 

pla 9 ons tous les coefficients ai et hk par des coefficients posilifs 

telsqueai> la serie ainsi form^e X serait une sdrie 

majorante de la serie considerde, et si cette sdrie estconvergente, la 
serie a double entree adinettra un rayon de convergence au moins 
4gal. 

Ddterminons les coefficients 
a 

Considdrons un nombre m tel que < m. D’apres une 
remarque faite sur les si^ries majorantes, on pourra determiner un 

nombre r < R tel que An < ; nous prendrons 

m 

Nous pouvons prendre egalemcnt m < IV. 

Considdrons d’autre part un nombre t\ tel que m < < R'. 

On pourra lui faire correspondre une constante M, telle que 
quel que soit Iw Nous prendrons 



(O 

En resume nous considerons d une part la serie 


( 1 ) .= 2 -. 

et d’autre part la sdrie 

(2) f = 

5 . . 

Si nous formions une sdrie a double entree en substituant 


I’expression de yj donnee par la s^rie (1) dans la sdrie (2) nous for- 
merions bien une sdrie 2 telle que celle que nous avons envisagee. 

M 

Les termes d'une coloniie representent ; en evaluant la 
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s^rie par colonnes nous obtiendrons done ^ p yj • Or celte s^rie sera 


m 


convergenle si rj ; mais d’lrutre part, si £ < i’, on a rj = ^. 

1 r 

11 suffit done que Ton ait 

m < Ti ^ 1 — ^ c’esl-a- dire $ < r ^ 1 — 

Celte condition entraine d'ailleurs la condition § < r\ 

W • ^ /a 

La serie 1 sera done absolument convergenle si c< — - J 

et par suite la serie donnee admettra un rayon de convergence au 
moins (5gal. 

D’ailleurs, pouvant ^tre pris aussi voisin qu^on le veut de R , 
celte in(?galile revient a 

5 <<'-;?)• 

Si alors on evalue la s^jrie double initiale par colonnes on obtient 
T(v) == T(S(a)). Si au contraire on I’evalue par lignes on aura une 
serie enti^re ordonnee suivant les puissances croissantes de x. 

La demonstration est plus simple encore si le premier coefficient 

de la serie y = S(a;) est nul. 

% 

TT, 0 

Dans ce cas, en substituant, on a 

z = bo 4- • • •) 4- b 2 {axX 4- • • •)- 4- • • • 

Dans celte serie, on pourra bouleverser 1 ordre des termes d une 
fayon quelconque et en particulier Tordonner suivant les puissances 

croissantes de x*, si elle est absolunient convergenle. Ceci 

aura certainement lieu si 

(1) AiX 4- A 2 X- 4 - • • • <! 11^ 

1) ailleurs la s^rie S(x) admettant un rayon de convergence R, en 
designant par r une quantile quelconque inferieure a R, on peut 

eenre An < 
to 

L’indgalite (1) sera done satisfaile si 

/X \ _x^ X\ 



SERIES - SERIES DE FONCTIONS - SERIES ENTIERES 187 


p 

Le rayon cle convergence donne par cetle in^galite esl plus 

grand que dans le cas g^ni^ral, r X (l — 

Racines inflniment petites d’une dquation s^rie. Cas d’une seule 
racine. — Supposoiis que Ton ait line serie a deux variables 

y) = 

convergente dans une certaine r«'gion el supposons que pour x = 0, 
Tequation S(./;, y) = 0 adineile une racine nulle en y, mais non 

I’equalion — 0. 

Nous aliens montrerque it esl possible de iroaver pour y iin develop- 
peinent dc la forme 

y — Cj.r -h CaX- -+-••• H- 4- . . . 

convenjenl pour des valeurs de \ x\ sufjisammenl peliles el salisjaisant 
identiquement d ('equation S{ju 3') — 0. 

L’equation est en elVet de la forme 

(!) a,o.r -r aoij 4- 4- • • • 4- 4 - • • • = 0. 

Puisciue ^ Si ^ On pent donesupposer 

— — 1 et ecrire 

(L) y = a,o.r 4 - 4- Oi,cry 4- • • • 

a 

Gherchons done un developpement fi coeflicients ind^termines 

(2) y = CiX 4- Cm/- 4- . . . 

qui satisfasse identiquement a r6([ualion (!'). 

0 

En subslituant, et egalant les coefficients des diverses puis¬ 
sances de nous obtiendrons 

Cl = flio, C2 = ^20 4- ^llCi 4- Oq2CI, 

D’une manierc gen^rale, il est evident que Cn sera de la forme 

(3) Cfi ■= Pm(Qioj a20f flu, • * • C.j, • * • Cn—i) 

avec 

i 4 - /v < 5 ^ a. 
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W 

Si nous remplac^ons successivement Cj, Cg, • • • Cn~i dans les 
relations telles que (3) nous obtiendrons 

(3') Cn = Qn(«lo, fliO • • * Oj, . . •) (l -4- /C < n) 

0 

Nous ferons des maintenant la remarqueessenliellesuivante : 
Dans les seconds membres, les polyn6mes Pn et ensuite les polj’^- 
n6mes Qn ne dependent des divers coeflicienls que par additions ou 
multiplications. 

(ij 

Nous avons done construit une scrie (2) qui satisfait identi* 

5 

‘quemeiit a Tequation (I). Mais il restc savoir dans quelles 

conditions cette sdrie sera convergente. 

Consid^rons lx cet elFet une serie majorante de la s^rie (2) 

Y = YiX 4 - Y2X.- 4- ... -f- YhX" -f- • • • 

S„ X 

La s^rie double lanmx^^y”' admettant un rayon de conver- 
47 ence R, en prenant r < R on pourra ecrire Amn < ,,7^7,* 

a 

D’apres la remarque faite sur les polyn6mes P«, Qn, si nous 

M 

y rempla^ons toutes les quantites ciik par nous obtiendrons 
une quantity '/n qui sera certainement sup^rieure a Cn 


<^0 






\ r r- 


M M\ 

• • ' pnj' 


Si Ton chercliait un d^veloppement 


(6) Y = YiX-* •+■ YiX^ -t- • • • -t- Y/iX" + • • • 

satisfaisant idenliquement h I'equalion 


(S) 




JL 

pii k 


X'Y* H- 


nous aurions, pour determiner les y, les memes relations que 
pour determiner les c et par suite les mdmes expressions Qn, mais en 

M 

y remplat;ant les Wmn par les nouvelles valeurs et par suite nous 
obtiendrions pour yn les expressions (4). 
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Mais on pent avoir directement Texpression de Y satisfai- 
sant k (5). Cette Equation s’^crit en elFet 


i et k variant de zdro a + qc . 

Si Ton a simultandment 


< 1, 


< 1, la serie double 


du second membre est absolument convergente : elle represente le 

( X' * /\ ^ 

-j , V ) • On a done 


Y -t- M + M - = 


M 


Posons pour abr^ger 

o 

-M == 

r -h M 

On aura 


ou (/• H M)Y^ — Y + = 0. 


MHX 

(,.+ MXr-X] 


Z. 


: A ± — Z. 


Les deux valeurs de Y peuvent etre developp^es en s6rie 
convergente pour des valeurs de :: telles que [Z] < e’est^i-dire 


(7) 


X 

r — X 


< 


X < 


D’ailleurs Z sera lui-nienie developpable en s^rie convergente 
suivant les puissances entieres de si X < r, condition alors 
remplie. 

Pour obtenir la racine qui s’annulc pour 0 il faut prendre le 
siirne — devant le radical. 

Y est done developpable en serie de puissances de o; 

si X < ji • Cle developpemenl etant convergent et n’ayant 

pas de terme independant de x*, on pourra prendre x suffisamment 
Y 

petit pour que ^ 1. Le developpeinent correspondant coVneidera 

(0 

necessairement avec (0). La s^rie 

y = CxX -i- C2X* -h . . . -f. CnX” -h ... 

J .3 

admeltra un rayon de convergence au moins 4gal Si 
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Cas fi^NERAi-. — Prenons le cas g^n6ral oil I’^qualion S(a:, j) == 0 
adtnet n racines nulles en y pour x — 0, l*our des valeurs dc o: 
infinimenl pelites nous allons montren que Ciqualion admel n racines 
ddveloppables suivant les puissances rationnelles de x. 

Soil en elFet y une des racines suppos6es inlinimenl petiles 
et sa parlie principale. On pourra poser y = (M + ' <5tant 

OL 

infinimeiit petit, En subsliluant cette expression dans Tequa- 

lion y) = 0, on devra obtenir une identity. Les lermes 

r 

de moindre degre devront done s'annuler : il sera doncn^ces- 

saire qu’il y ait au nioins deux termes de moindre degre ce qui 
determine a; en annulant le coefficient correspondant, on aura M. 

Nous raisonnerons sur une serie parliculifere que nous prenons 
dans le Traitd d*Analyse de Jordan. En Tordonnant suivant 
les puissances croissantes de y, et ordonnant chaque coefficient 
correspondant suivant les puissances croissantes de x*, nous pren- 
drons la s^rie 

S(a:, y) = a?* -4- • • • 4- (2a:^ -h • • 4- (x^ -f- • • •)(— x 4 - • • • )y^ 

4- 4- • • -4- (1 4- • • •)y^ 4- (2 4- • • -j/® 4 - • • • • 

0 

Substltuons-y une expression de la lorme y =:= (M + :)x^. 

Les termes de moindre degre en x proxiendront de la substi¬ 
tution de et il suffira dans chaque parenthese d'y prendre le 

to 

terme de moindre degre; quelle que soil la valeiir allribude 

a p,, les termes de moindre degrd se trouveront done cerlainement 
dans rensemble 

11 est iJvidemmcnt inutile d’aller au deL4 du ter me en les 

P 

termes ulterieurs ctant, quel que soil ix, de degre superieur. On 

voit done (ju'on peut s’arreter h la puissance de y dont le coefficient 
ne s’annule pas pour a? = 0. 

11 faut rechercher le ou lesrplus pelils des exposants 

, 4, 3 4- 2|jt, 2 4 - 4[Jt, 1 4 - 7»/, 2 4- 8(ji, 9(^. 

a 

A cet e(Tet no\is ferons croilre y. de zero 4 + X) et il faudra 
•que poar une valeur de /x, il y ait au molns deux exposants dgaux. 
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Tout d'abord lorsque u, est tres petit Texposant 9a est Ic 
plus petit. Lorsque p. croit, cet exposant croit plus vite que les 
pr6c6dents et finira par les <5galer. 

II est 6gal h 

2 -h 8jj.i 1 -4“ 7 ji., 2 -f-1 3 -H 2fx, 4 

respectivement pour les valeurs 

_ . 1 2 3 4 

jx_2, 2* 5- r y’ 

La plus plus petite de ces valeurs est 

Tant que Ton a 0 < fx < ^, il n*y a done qu un seul terme de 
degr4 moindre (9[j.): il n’est pas possible qu'il y ait, pour y, une partie 
principale correspondante. Pour fx = il y a deux termes dedegre 
moindre 

9(x = 2 -I- ‘V = 

O 

*\ 

0 | 

Il peut y avoir une partie principale correspondante. D’apres 
la remarque gdii^rale, il faut alors aiinulcr le coeKioient de ce terme. 
On a done 

cp(M) = M' = 0. 

Kt comme M doit etre dilFerent de z^ro, il faudra prendre Tune des 
cinq racines non nulles de cette eejuation e’est-a-dire Tune des cinq 
racines cinqiiifemes de — 1 soient M^, M 2 , M 3 , M 4 , Mg. On en deduit 

2 

les parties principales correspondaiites de y, Mf.x^. 

0 

A partir de celle vaieur de p., I’exposant 2 ip. est tout 

d’abord cerlainement inferieur 5 tous les exposanls suivants que Ton 
peut done ecarter. Ij’exposant 2 + ip. deviendra egal & 

3 2:x, 4, 

respectivement pour 

1 1 

1 ^ = 2 ’ 2 ’ 

2 1 • • 
Lorsque ^ < p. < 2 » «’y « qu’^n seul terme de degr4 minimum 

2 4- 4a. Pour p. = ^ il y a trois termes de degr6 minimum 

2 4|.» = 3 -H 2|a = 4. 
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Annulons Tenseinble des coefficients de ces lermes. Nous 
obtiendrons 

4 - 2yi^ - 4-1 = 0 . 

Ce qui donnera quatre nouvelles valeurs possibles pour la parlie 
principale 

Mjx'^ (j = 6 , 7 , 8 , 9 ). 

1 

Lorsque //, > 1® lerme de degr^ 4 sera toujours celui de degr 6 

minimum ; il ne peut plus y avoir de valeur principale pour y. 

to 

All total on a obtenu 9 valeurs possibles pour la partie prin¬ 
cipale de y. Ge nombre est egal k I’exposant de la premifere puissance 
de y doni le coefficient ne s’annule pas pour x = 0 et le raison- 

nement montre que ce rdsultat sera general. Si, partant d’un 

terme de degre a en y, on est arrete successivement k des termes de 
degr 6 [3, 7 , 0 ^, • • • ona, pour determiner les valeurs de M nonnulles, 
des Equations respectivement de degr<5 (a — |5), (/5 — 7 ), • • • au total 
on a done un nombre de racines dgal k 

(a - -4- (^ — -H ... X ot. 

Calculons maintenant les termes suivants dii ddveloppement de 
chacune des neuf racines. 

5i 9 a 

\o ~ ^ M = Ml, Faisons dans I’dquation la subs¬ 

titution complete 

y = (.Ml -H ~ (Ml 4 - z)x'- 

en posant x = 

0 

On aura alors line serie proeddant suivant les puissance de z 

p 

el x' mais dont lous les termes auront en facteurune certaine 

puissance de a;', Celle puissance sera puisque par la substitution 

initiate, les lermes de degrd minimum en x dtaient ceux en a:» - 

P 

Lorsqu'on subsliluait ces termes de degrd minimum 

avaienl pourcoeflicienl 

(M® M®) = <f(M). 

P 

Lorsqu’on subslituera (Mj + z)x'\ ces lermes auront pour 
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coeficient + 2 ^). Apres suppression clu facteur reqiialioii 
est done de la forme 

<p(Mi 4 - 2 ) 4 - r) = 0 

tous les termes de R renfermant en facteur une certaine puissance 
% 

de t'. Or les termes independants de ./;'sont 

Cornine ^ 0 requation est done de la forme 

4 - l\(x\ z)=i). 

p 

G’est une equation de la forme de celles que nous avons 

ti) 

iHudides tout d'abord. On pourra obtenir pour c: un flevelop- 

pement en serie salisfaisant identiquomeiit a cette equation, proce- 
dant suivant les puissances entieres de .//, et convergent dans un 
certain cercle. Au total, on aura done pour y un d^veloppement de 

la forme (Mi + z)x •, suivant les puissances enti^^res de a;'*. 

On obtiendrait des devcloppeinents analogues pour les autres 

racines. Mais aucun calcul nouveau n’est meme necessaire : 

P . . a 

w' est en elfet une quelconque des determinations de a: ‘. Or si 

on substitue dans S(./', y), le resultat de la substitution pent (^tre 

mis sous la forme 

< 3 ^ s 

Uo 4- tiix ’ 4- ’ -f- li..x * 4 * UvX ’ 

P 

Uo, Un Ug* U 3 , U 4 tUant des series de puissances entieres de.r. 

P 

Puisque S(a*, Vi) est identiqueinent mil, U^, Ui, Uo, U 3 , U 4 

doivent s'annuler idenliquement. 11 en r^sulte qu’on aura encore un 

rt^sultat identiquement nul, si Ton remplace • par une (juelconque 

OJ 

des autres determinations ; on aura done de iiouvelles valeurs 

de y salisfaisant identiquement a rc([ualion en remplavant dans y, 
X par une quelconcpie de ccs determinations, ce qui donne les cimj 
d^veloppements possibles de y. 

1 

2® Gas : ja == ^. — L’^quation 

^(AI) = AP 4 2AP 4-1 = 0 
Carrus. — Gours de Calcul diirCTenfi#*! et inir*gral. 
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a deux racines doubles d; i. Las quatre racioes correspoodantes ont 
pour partie principale 

. * . i . * * 

isc*. «:’, 

Cbarcboua lea coafliaianta ult^riewra du d4veloppement. 

11 faut poser par exemple* 

1 

= (i -f. = (i H- z)x* (x = x'*) 

En substikuant cette valeur de y, tous les termes auront en facteur 
une certaine puissance de x' soil a?'® correspondant au terme de 
degr6 minimum oc^. 

Le coefficient de ces termes sera -)- z), Aprfes suppression 
du facteur a;'®, on a done une ^q^uation de la forme 

^(i 4 - z) 4 - z) =^0 

tous les termee de R(a:', z) conlenant x’ en facteur. 

Si 

Or 

p 

Dans le cas actuel, i <5taut raeijae double, les deux premiers 

termes sonl nuls. L'dquation est done de la forme 

21 4- • ♦ • 4- R(ir', z) == 0. 

G’est une Equation analogue 4 celle dont nous sommes partis 
mais ici le degr6 du terme en z dont le coefficient ne s’annule pas 
avec x' est 2 (au lieu de 9). Soil 

R(a:', z) = aix' + a^x’^ 4- ... -f. -1- • • •)? -f- • • • 

a 

En substiluant z => N®'*, si 5S 0, pour qu’il y ait deux 
termes de degr^ minimum, il faudra que v = 

L’6quiition qui determine N sera 

iva 

Elle admettra pour racines N|, N„ d'ou Ton deduira deux parties 
principales de z 


Nix'* =Nia; 


= Nax*. 
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a 

Ces deux racines etant simples, on? pourra avoir ensuite 

les autres termes du developpement de qui s^effectuera suivant les 
puissances de a;*. 

.8i 

Si «! = 0, pour avoir plusieurs termes de degce minimum, 

il faudra prendre v = 1, et on aura pour determiner N Tequation 

f (i) + + ^,N = 0 

qui admettra deux racines N^, Ng; on en d^duira les d^veloppe- 
ments des racines suivant les puissances eatieres de .c' c’est-a-dire 

de X*. 

For mule de Lagrange. — Gonsiderons en particulier Tequation 

(1) y = a x^{y) 

(f^{y) (Stant d^veloppable en s6rie convergente suivant les puissances 
croissantes de y — a, pour des valeurs suffisamment petites 
de y — a, 

P . . 

Cette Equation admet une racine et une seule qui tend vers 

a quand x tend vers z^ro, et cetle racine peut etre representee par 

une s^rie 

(2) y = a aiX H- 

convergente pour x suffisamment petit. 

Plus generalement encore, donnons-nous une fonction u =s/(y) 

developpable suivant les puissances de y — a. Si Ton y substitue le 

0 

developpement de y — a donne par (2), on aura le develop¬ 

pement de ii ordonne suivant les puissances de x et ce d^veloppe- 
ment sera convergent pour des valeurs de x comprises entre cer- 
taines limites 

u =/(a) AiX 4- 4 - •. • - 4 - 4 - ... 

a, 0| ^ ^ 

Nous aliens chercher Texpression generate de An. 

^2 

Puisque cette serie est stippos4e convergeate, 


on aura 
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Or <le rdquation (1), on diMnit, en derivant par rapport k 


X eik a 


[1 - g = ?(y), [1 - = i- 




da 


II en rdsulte 


(3) 


dx da 




D’autre part a pent dire considered comme fonction de x et 
ct de a par rintermddiaire de y. Et comme 

m _ da dy du _ dll dy 

dx ~ dy dx* da dy da^ 


en vertu de (3) on aura aussi 


(4) 


da _ . . da 

dx ^ da* 


Dc (3) et (4) on deduit en particulier 

da dy dii 

dx da da dx 


En ddrivant les deuxmembresde (i) par rapports et re- 
marquanl que 

d dn d da d 


( 5 ) 


dx da da dx da 
On voit que 


y da I ' da- ‘ da ila 


d^n da , _ dY , \ d-H . , dy din d I* ,, v du\ 

.,.r. = S • « X f •> b o? • .„J “ « r W sj- 


Les expressions (t) et (5) conduisent done 
fayon gdnerale 




a poserjd’une 


(^>) 


r” aa"~‘ 


d 

dx^ 


Nous verifierons cette formula par recurrence. Supposons- 
la etablie pour /i; eii la derivant, comme on a successivement 


dX 


-(9^ - ) = a'f" V - --HP"-= a9""“*o 

vy daj ^ ^ dx da ^ dadx ^ ^ 


di/ da . „ d^a 

da dx ^ dadx 
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on aura bien 

* dx da/J da**”"’ Ldx \ ‘ da/J da” 


d«\ 

da/ 


La formule est done demontrde. 


devient 


Pour X = 0, }' sc rdduit i\ a, n = J(a) et la formule (G) 


On a done le ddveloppement 


(7) /(j)=/(«) -+-a^'-?(a)/(«) (?"(")/'(«)) + • • • 

'Application. — Soil I’equalion 

(8) j = a + |Cy^-l). 

5i 

Le termo general de (7) s’dcrit pour f{y) = y 
X« ^ / a^-i y _ (xy 1 a--' . , _ , , 

Par suite 

r = » 1 (»■ - 1 ) + • ■ • + ,*! (I)" (““ - ‘)- + 


, 0 ?" d’ 


)t -I 


n ! da 


7;=i (<?’■(«)/(«)). 


D’ailleurs de (8) 


on peut tirer direetement 

y.= ^ — 2ax + x‘. 

a; X 


On a done 

i “ 1 V^l-2ax-f.x=‘ = s Q)" (a^ - 1)» 

c’est-ti-dire 

v/r^ 25^T*=l-ax-x 2 ; I * -„-j (1)” («“ - 1)" 

ce qui donne le ddveloppenient du radieal suivant les puissanees 
croissantes de x. 
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PRODUITS INFINIS 


SOMMAIIIB. 

Produils absolumenl convergent : Produil dcs factcurs & pariir du — Produits 

uniformdment convergenU. 

Dt^veloppement en produil infini de sin : Sommc« 


Slant donate une suite de quantiles r^elles ou imaginaires 
^2? • • • • • •, consid^rons les produits successifs 

Pj rr: (1Wj), p2= (1-f-Hj)(l 4 -Ug) * * * Pn=(l 4-“H Mj) • • • (l-HUw). 


On dit que cette suite definit un produil infini. Ce produit infini 
est convergent si Pn tend^ers une limite finie P qui est dite la 
valeur du produit. 

0 

Si Tun des facteurs 1 + Uk est nul, tons les produits ulte- 

rieurs sont i%alement nuls et P» a pour limite zdro. Mais il 

peut arriver que Pn ait pour limite z6ro sans qu’aucun des facteurs 
du produit soil nul. Si nous prenons par exemple 


on a 


Un = - 


n -f- i 





X " = 

^ n -t- 1 n -f- 1' 


Pn a done pour limite z4ro. 

Tll^:ou^:ME. — Pour que le produit in/ini soil convergent sans Hre nul, 
il *aul que u» ait pour limite ziro. 



PBODUttS INVINIS 


199 


« 

On a en effet 

1 + «, = Pii- d'oO. ^ 

^ w~i 
(U 

Si Pn et P»^i ont une limite P diff^rente de z6ro, le num^ra- 
teur el par suite iim tend vers z^o, 

Le raisonnement ne s’applique pas si la limite de Pn est nulle, 

le d^nominateur tendant 4galement vers z^ro. 


BMuction & une sirie. — On pent ramener T^tude d*un produit 
infini k T^tude d’une sdrie. 11 suffil de consid^rer la s6rie 

Ul = P1, tlj = P 2 —^ Pi, Pn Pn—1 


C*est-^-dire 
On a 


Vn = (1 -f- Ui) (1 -+- tta) • • • (1 4- M„^i) 

Vi 4" Uj 4^* • • • 4“ Pn* 


La s4rie (?;) est divergente ou eonvergente en tnfeme temps 
que le produit; s’ils sent convergents, leur valeur eSt la mfittie. 


I, --- PRODUITS ABSOLUMENT CONVERGENT 

Supposons que tous les nombres Wg, •••«»,•• • soieni r6els et 
positifs. Les produits successifs Pn vont en croissant. Pour que Pn 

ait une limite, 11 faut et il suffit que Pn reste inf6rieur k une 

quantity fixe. Nous allons le comparer a la somme Uj + Ug + • • • + **•• 
On a 

(1) Pn> 1 4-^-*4- Hn* 

D'aulre part, on a > as + 1 quel que soit x, puisque la fonction 

y SB — X — 1 est minimum et nulle pour a; = 0. 
d 

On en d4duit 

1 4 - u„ < e"* 

et par suite 

(2) P„<e“i+ “* + — + “*. 

(it) 

De (2) r48ulte que, si % + a, + • • • -f u*, a une limite, P, a 
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6galement une limite. De(l)rdsultequesi Pnaunelimite, las^rie (a) 
aura egalemeni une limite. Done : 

Til 1^:0 iu:me — Si les iennes Ug, • • • iin, • • • sont tous positifs, le 
produit II( I 4- iin) et la s6rie Un sont converrjents ou dirergenis en memo 
temps, 

Supposons maintenanl les nombres n quelconqucs reels ou ima- 
ginaires. Considerons en meme temps la Si5rie des modules (U). 

Tii^:onKME. — Si la sdrie(\j) est convergente, il en est de meme 

da pj^oduit 11(1 + 

a 

Nous avons en elTct ramene I’etude du produit a celle dcla 

s(5rie 

Vn = (\ f' Wl) (1 •h)r • • • (i an-l)Wn. 

Considerons aussi 

W. = (1 4 - U0(l -h U,).... (I U._oU.. 

La s^rie 1 (Un) etant convergente il en est de meme du 
produit ff(l +Un) et par suite de la serie(Wn). Or |l 1 +Un, 

done I I’n I < Wn. 

La st^ric (v) est done absolument convergente. Le produit 11(1 + Un} 
est convergent. 

On dit que le produit 11(1 + «») est absolument convergent si le 
produit n (1 + Un) est lui-rn^me convergent. 

Produit des facteurs d partir du 

Tiii':oRibiR. — Dans un produit infini absolument convergent^ le pro¬ 
duit (les facteurs a partir du W tend vers I'uniti quand n augrnente 
imUfiniment. 

On a (^videmment quels que soient les indices 
I (1 4 . „ j(l 4 - ... (I 4- uy)-i\ < (1 + U,)(l 4^ U^). ... (1 4- UJ -I 

TT 

comme on le voit 'en d^veloppant les produits. A fortiori, 
le premier membre est infdrieur h e^^ + + ••• + ^>. — I 

(1) 1 (I 4 . Mj(l 4- ap),.— 1 1 <^Ua + U 3 + ...4-t)x_i^ 

5 . . . . . 

La s^rie (U) etant convergente, on pent choisir n assez grand 
pour que, si les indices a, ft, • • ^ X sont superieurs a n, on ait 

Ujj 4- Up 4^ • • • H- U)^ < e 
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£ aussi petit qu’on le veut. La quantity + ^,4+ ••• + — ( 

pent done etre renclue aussi petite qu*on le veut et par suite le 
premier membre de rinegalite (1). 


Remarquk. — On a = (I + jq), ... (1 -f ii„), ‘. (1 + uj. 
Si n est suffisamment grand on peut done cerire P^ == Pn(l +£»). 

OJ 

Le produit P nc peut done otre mil que si Tun des facteurs de 
rang fini est nul. 


Interversion des facteurs. 

TiiiSokkmk. — Dans un pnaluit injtni nhsolument convcnjenl^ on 
peiil ch inger arbilrairemenl Covdre des faclenrs sans ihangev la ralenr 
(In produit. 

0 

Modifions les facleiirs dans un ordre quelconque, mais de 
muniere a prendre tous les facteurs du produit et soil 

(J 

Puisque I’on a pris tous les facteurs du produit, cela veut 

dire que I’on peut, etant donm^. un indicc /?, choisir N assez grand 
pour que P'^^ contienne tous les facteurs de Pn. Ou pourra done 
Cerire 

(jj 

a, [i, • • • ). etant tous superieurs a n. D’apres la reniarque 

pr^cedente, le produit [ (t + I etre rendu 

to 

aussi voisin de 1 ([ue Ton veut. On peut done ecrire 

p N = P4l -i- 0- 

Les limites de et de Pn sont done les menies. 

Produits uniformdment convergents. — Si les termes iii,U 2 , ...Un,... 
sont des fonctions de a?, et si le produit P est convergent pour des 
valeurs de x comprises entre deux limites a, />, le produit represente 

une fonction de x dans Tintervalle. L'etude d’un produit 4tant 

ramen^e ^ celle de la s4rie (un), on dit que le produit est unitormd- 
ment convergent si cetle s^rie est elle m^me uniformdment conver- 
genie. 
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* Dans ce cas, on pourra determiner un enlier n, suffisam- 

ment grand, mais fixe, pour que 

I Vn^-i -t- Vn^.2, • • • -f- Vn^p [ < 

quel que soit x dans I’intervalle, ce qui revient a determiner ii inde¬ 
pendant de X, tel que Ton ait | Pn+p — Pn j < £, quel que soit x. 

Th^oriimk. — Si la sivic (Un) est uniformdment conver'gente, It 

produil fesl igalemenl. 

8 

On a en effet 

p«+^—p„ = p«[(i 4- • • • (14- ««+p) — n* 

D ailleurs 

I P. 1 < (1 4- U,)(l -4- U,), ••• (1 4- D„) < + + ‘•V 

Et d’aprds I’inegalite (1) ci-dessus 
1 (1 --I- Un.( i) (1 ■+■ “»i+li)i • • • (1 “*■ “«+j)) “ 1 I < ® ^ ^ +'■ — 1. 

La serie (U) etant uniformement convergcnte, et ayant une 
timite il, on peut choisir n assez grand pour que, quelle que soil la 
valeur de x dans I’intervalle, on ait 

Un f I 4- • • • -+- Un+p <e, U, + Uj4-*»*4-Ub<S. 

On aura done 

1 P„+p - P„ 1 < (e^ — i)e-. 

On peut supposer s assez petit pour que le second membre 
soit plus petit qu’un nombre arbilrairement choisi. On aura done 
bien I P»+y — P» I < e', quel que soit x. 

II. — DfiVELOPPEMENT EN PRODXJIT INFINI DE SIN HZ. 


En partant de la formule de Moivre 

(cos a: 4- i sin x)”' = «os mx 4- i sin mx 

(Tg * *• • 

el dgalant les parties r^elles et les parlies imaginaires, on salt 
que I’on obtient les expressions de sin mx, cos mx en fonction de 
sin X, cos X. On a en particulier 

sin mx = Cl cos"'~‘ a; sin « — Cl cos"*"’ x sin’ x + • • • 
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Quel que soil /n, tous les termes du second membre renferment sin x 
en facteur. 

Si m «st impair, le second membre nerenfenneque<dcs puissances 
paires de cos x, En rerapla^ant cos® x par (1 — siir®aj) on a done 
finalement 

sin {2n l)x = sin .rP^ (sin^ x) 

Pit dtant un polynome de degre n en sin® x. Or, on connait 

les racines de ce polyn6me qui sont les valeurs qui annulent 

sin (2n 4 - ^)oc. Ces racines correspondent a a? = 

. . kiz 

pour expression sin * 

On obtiendra toutes les valeurs distinctes, en donnant k 
k, ( 2/1 4 * 'I) valeurs consecutives 


— /i, — n -4- 1 , • • • — 2 , ~ 1 , 0 , 1 , 2 , • • • n). 

A la valeur /c = 0 correspond le facteur sin x* 

Les racines de Pn sont done dt sin = 1, 2, • • • n). 


to 

De sorte que, en mettant les facleurs de Pn en Evidence, on 
pent 6 crire 


gin (2/1 -4- \)x = A sin x FIJ 



A d^srgnant un coefficient num^rique*. Pour ubtenir la valeur de 

ce coefficient, il suffit de donner a x une valefur particrulifere 

quelconque ou de supposer x infiniment petit et d'figaler les parties 
principales des deux membres. 

On a done A == 2/i 4 - 1. 

Posons (2/i 4 - l)a: = On aura une t^galit^ de la forme 


sin u. = (2n -h 1) ^in j--— n; / 1 _ ). 

\ **" 2n 4- 1/ 

Pi Rl 

On constate, sous celte forme, que le premier membre est 
ind^pendant de n et que le second semble en d^pendre. Cette ^ga- 


a,v 

lit4 ay ant lieu quelque grand que soit /i, on pent done 

rechercher ce que devient ce second mfembre lorsque n croit ind 4 fi- 
niment. 
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Le facteur (2n +1) sin 2 ^ ^ ^ tend vers kz. 

Le produit JI? se transformc cn un produit infini. Pour en avoir 
la valeur, d<^composons ce produit en deux, en ecrivant 


ii; = nr X 

rn etant un nombrc fixe, que nous pourrons d ailleurs prendre aussr 
grand que nous voudrons. 

P 

Dans les facteurs du premier produit 11',% m etant fixe et 

/t etant inferieur ^ les arcs deviennent infiniment petits, 

et par consequent chacun dcs facteurs du produit a pour liniite 

1 — Ces facteurs dtant en noml)re liniite, on pent done 

ecrire 



Sin- i 


TZZ 


2/1 - 4 ' 1 


sin-, 


/iK 


2n - 4 - J 


Nous ne pouvons pas appliquer la meme remarque aux facteurs 

du second produit ri;.^,, puisque, k pouvant varier de m 4 - 1 

an, les arcs ^ tendent vers 2 et par consequent ne sont plus 
infiniment petits. 

Pour tourner la difficulte, remarquons que, lorsque x varie 
de 0 a 2 ? on a 


1 < 


X 

sin X 
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Pour tout arc 


hr: 

2n -f-* 1 ’ 


on pent done dcrire 


Alt 

2 n -+-1 
All 


==f). 


sin r 


2n -I- D 


6k 6tant compris entre 1 et ^ • 
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D’autre part, sin j etant infinimenl petit equivalent a j * 
<5hacun des facleurs du produit pent s^ecrire 


TZZ 


to,, 


(Kb,)‘ 


1 — 






A • .... 71 “ 

fi)j*6tant comineSjb, compris entrc des limites voisines de 1 et y- • 
to 

Le deuxieme produit est done un produit de la forme 

P» ^2 . . . / \ 

Or le produit infini 111 1 —ahsolument convergent, 

puisque la sdrie ^ est absoluniciil convergenle, ct par suite aussi la 

s6rie ^,2 1 0)* restant compris entre des limites finies. 

<^2 

Duns ce produit inlini absohiment convergent, on peut 

prendre m suffisamment grand, poiir quo le [iroduit d un nombre 
quelconque de facteurs a partir du soit aussi voisin qu\)n le 
veut do I’unite. Si nous choisissous ni de cette favon, on pourra done 
ecrire 

"i.(i — 


£m tendant vers zero si in augmenle indeliniinent. 

to 

En definitive on voit qu’on pent t^crire 

sin 712 772(1 - i,„) (1 4- l>.) IIT ( L - j • 

a 

Si dans cette egaliU\ nous faisons eroitre d'abord n indefi- 
iiinient et si nous faisons ensuite eroitre m indeliniinent, Sn puis cm 
lendent vers zero. Le produit 117 so Iransforme en un produit infini. 

to 

Le premier membre do regalilc etant fixe, on a done rigou- 
reusement 

(1) s\n T.Z = r.z \\\ 

Ce qui donne Texpression de sin 7 : 2 : sous forme de produit infini. 
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8 . 


Faisons en particulier z = 2' Nous aurons 

En renversant les facteurs 'da produit, on a done 
_ n- / \ _ ri- / 2h X 2k \ 

2~ ' U/t' — 1) ~ \(2k — i)(;2k + !)/• 

ou, en explicitant 


I? _ w ^ w 

2'~l-3 ^ 3-5 ^ 


_2k-2k _ 

^ (2k - i) {2k~-^r^ 1) ^ 


On retrouve la formule de Wallis. 

On pourrait, par des considerations analogues, obtenir le 
developpement en produit infini de cos tzz. Mais on peut le deduire 

TC 

du develeppemnaent precedent. On peut en effet ecrire 


sin 2tiz _ 2tzZ' /c- ) 

2 sin Tzz 2nz ^ 




Considerons les facteurs du produit numerateur correspon- 
dant aux valeurs paires de k soil k = 2k\ Un des facteurs de ce pro¬ 
duit sera 


1 


\ 


1 — 




Ge facteur se detruit done avec un des facteurs du produit deno- 
minateur. II ne reste done simplement que les facteurs du numdra- 
teur correspondant aux valeurs impaires de k 

Sommes d^duire du d^veloppement de sin tiz 

les expressions des sommes des sdries 

yi 1 Y’ 1 V L 

Zuk^' Zdk^'”' 

form^es par les inverses des puissances paires des entiers successi&. 
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D^rivons en eflet logarithmiquement les deux membres de (1), on 

Tc COS itr _1 . 22 

sin Tuz 
Si 

Or 

2z 2 z I 


_ 1 V 2 z 

— z Zlz^ — k^' 


Done 




= —-11 
/cH’ 




Z^n 

• • • r-zc- 

^ 2 » 


• • • I • 


J- 


Ttcolitz-i =-2 z '^^,^2 z » ... = -2eS,-2z»Si • • • (Sn=2F). 

a, 

D^autre part, on pent avoir le d 6 veloppement du premier 

membre suivant les puissances de z 


1Z cos TIZ 
sin Ttz 


1 — 1 


TZ^Z^ 


TC X 


"2 ! ^ 4 ! 


TZZ TC’2'» 


3 ! 


Or, 


la fraction pent elle-meme 6 lre d^velopp(5e suivant les 

0 

puissances croissantes de z ou mieux de nh^. Par simple 

division, on pourra ^crire le second membre sous la forme 


1 — 


-nM Tz^z 




X 


4 ! 


2 ! 


^ “ Ff 5 ! 


1 I , 7:2^2 7C*'»i2n -1 

j 2 ! 4 ! IF!' ■ ■ ■ J 


«i, 5<a, • • • (/n designant certains coefficients num^riques connus. 


On a done finalemenl 


-h 2^8^, H- 22^8; ... -4- • • • = ai -H ^2 j • • • 






TC” ^ 

2 fV! 


2 n-l 


Rn egalant les coefficients des diverses puissances de z, on en 
deduit 


2S2 = OTi 2~j ’ 2S4 - *' *' 


2 S, 


7:2/1 

" 2 a r 

2 it 


SI Ton pose an = B» 2 ^, et par suite Sn == • • • 


On trouve, pour coefficients Bn, les valeurs suivantes 

u — ^ n — ^ R-1 R— ^ r_691 

‘“^6’ ^'"”30’ ^'“42’ ® 273D» 



CHAPITRE VII 


DEVELOPPEMENTS EN SERIES 
FORMULE DE TAYLOR 


SOMMAIRE. 

Fonimlii — Sth'ie de Taylor — de Mac Lancia : Applications : c -‘, sin cos x, (1 + 

(cas limiles a? — 1) — L(1 -j- .r), 

Fonclions de plusieurs variables — AtUrrs inelhodes. 

Applicalions : Calcul dcs logarithnics des nombres, des lignes trigonomelriques, — 

1 

Duveloppcmenl do (1 •— 27X -j- — Polynomes do I.egendre. — Liirilcs 

des expressions ind(5lcrmin6es. 


I. — liTAliLISSEMENT DE LA EORMULE 


Onavu cii tnalhcmatu[ues geaeralesque, lorsque/(a;) estunpoly- 
uome lie ilegre n, en ileveloppauty (n + h) suivant les puissances 

croissantes dc li, on oblienl la formulc 

/(a H- h) —f(n) 4- ^ ,/'(«) + 2 , /"(") 4- • • ■ -I- - , /“(a). 

P 

On voit ([ue si Ton consiclore li conime iii(iniment petit, la 

dillerence J\a -f- h) —/(a) est un inliniinent petit ([ui, conime nous 
Tavons vu pour un infminient quelconque, a ete developpe suivant 

? 

les puissances croissantes de li. 11 se passe dans ce cas deux 

faits particuliers : 

1 *^ les puissances successives sont des nombres enliers ; 

2 ^ le developpcinent s’arrete de lui-meme au terme de degrd n. 

V 

Ktant donnoe unc fonclion quelconque /(x), on peut se 
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proposer de rechercher de nieme le developpement de rinliniment 
petit/(« +/i)—/(rt). 

Nous supposerons que 'J\x) a des derivees continues jusqu’^ 
Tordre n dans un intervalle contenant a et a + 

Puisque le rapporta une liniite rinie/'(a), 

nous voyons deji!i que rinfiniment petit est en general du premier 
ordre et que sa parlie principale esl C’est le premier terme 

du developpement. 

Nous pourrions done voir si, d’une fa^on. g^nerale, nous 
ne pourrions pas poser 

f(fi - f- h) =/(a) - 4 - ^ f’(a) . . . -f- — 4 - R,, 


Tin etant un intiniment petit d’ordre supc^rieur a n. 

Pour le d^montrer et obtenir Texpression de Rn, nous partiroris 
de ridenlite 

(1) -4- /*) = ?(a) 4' I 


en prenant pour ^(.r) une fonction assujeltie seulement a adinettre 
une derivde dans rintervalle a, a 4“ 

Prenons 


cp(.r)^/(x)4- 


(a-{-h—x) /T/A . . , (a-^h—x)^ 

1 -- 




0 

Cette fonction adrnet bien une d^rivee. Kn dcrivant les 
termes du second meinbre on voit en elTet, aisement, que les termes 
se detruisent deux a deux sauf le dernier, et il reste simplement 




(a 4- h — xY * - , . 


D'ailleurs 

cp(a 4 - h) = /(a 4- h) 

?(«) =/(“) {/(«) +•••-+- /''“‘(a). 

On a done en appliquant Tidentite (1) 


(2) /(a -1- h) —f{a) -4- -f- 24/’"(“) ^-(7,1_ iji f”"' (“) + 

en posant 


Carrus, — Gours do Galcul diff6rentiel et integral. 


14 
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On pent voir que R„ est un infiniment petit d’ordre n. 

Ton applique le Iheor^me de la moyenne 

^{t)dl = h^(a-^ eA) 

on obtient 

^ -^—1)1—/"(« + «'») = (1 + 9^). 

Cette forme du reste a 614 donn6e par Cauchy. 

Lagrange a donne une deuxieme forme (en prenant une valeur 

moyenne d.e /”(/) et integrant 

= /"(«■+ Oft). 

Mais ces deux formes contiennent une ind6terinin6e 0 qu’on sail 
seulement 6tre comprise enlre 0 et 1. 

La formule (2) que nous venons d’etahlir porte le nom de formule 
de Taylor. On admirera comme il convient, I’harmonie et le parfait 
6quilibre de cette formule. 

S6rie de Taylor. — Supposons que /{x) admette des derivees 
jusqu’a tel ordre que Ton voudra, etque de plus, lorsque n augmente 
indeliniment, Tint^grale representant Rn tende vers z6ro. 

On pourra constituer une serie 

/(") ■+■ f/'(«) -t- /"(«) -1- • • • -4- -+-••• 

P’apres la formula de Taylor applicable A toule valeur de n, en 
designant par Sn la somme des n premiers termes de cette serie, 
on a /{a + ft) — Sn = Rn, et puisque par hypothfese R« tend vers 
d 

z6ro, on en d^duit 

1° que la s^rie est convergente ; 

2® que sa valeur esty]^o + ft). 

On dit que /{a -|- ft) est d^veloppable en s^rie de Taylor. 

Cette condition que Rn tende vers z4ro est done suffisante A elle 
seule pour que la fonction soil d^veloppable en s4rie dans I'inter- 
valle consid4r6. 


r 


(« 


/)“- 


(n — 1)1" 


(It) 



car si 

0 < 0<1 
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Dans la pratique, comme T^tude de ce reste Rn peut presenter 

a 

quelque difficultd, on cherchera d’abord dans quels inter- 

valles la s4rie est convergente; mais cette condition pourra ne pas 
^tre suffisante. On n*^tudiera le reste Rn que dans oes intervalles de 
convergence. 

11 faut remarquer enfin que, si la s^rie est convergente, elle peut 
ne pas represcnter la (bnction fix) (si J\n ne tend pas vers z^ro). 

i. 

Cauchy a donn4 comme example la fonction cp{x) = e **. On a 


?'(») 


2 “ii 




D'une fagon g6n4rale une d4riv6e quelconque est de la forme 


-.J. 


P{x) ddsignant un polyndme. 

Toutes ces d4riv6es sont nulles pour a; = 0. Gar en posant a; = 
on obtient 


— 1 






Ge facteur tend vers z^ro quand z augmente ind^finimenL 
<0 

Si done on applique la formule de Taylor 4 une fonction 
f{x) + (p{x) on obiiendra le miSme d^veloppement que pour la fonc¬ 
tion f{x) seulement. 

II est un cas etendu ou Ton peut affirmer que R» tend vers z^ro : 
c'est celui ou la valeur aJbsolue d’une d^riv^e quelconque reste inf4- 

71 

rieure 4 un nombre fixe M, car alors d’aprfes la formule de 

I I 

Lagrange, R* < M : R* tend vers zero. 


Formule et s4rie de Mac-Laurin. — Dans le cas particulier ou les 
conditions sont remplies pour a = 0 (en rempla^ant h par x), 

on obtient la formule de Mac-Laurin 

/(X) =/(o) + J/(o) 4 - 1^, no) 4 - ... 4 - 4 - B„. 
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avec 


X X^ijr 




Le rcste de Lagrange prend la forme suivante 




et si Hrt tend vers zero quand n augmente indeliniment, on oblient 
le d^veloppement de/(ic) suivant la s^rie de Mac-Laurin 




y.n— I 




Kn particulier si f^{x) conserve une valeur finie, comme le fac- 

2C^| 

leur ^ ,, terme general d’une serie convergente, lend vers z^ro, Rn 
tendra vers zero. 

P, 

Cette formule revient a representer f{x) par une serie 

entiere qui, comme nous le savons, est convergente dans un certain 
cercle de convergence. Dans ce cercle, nous savons que la serie 
obtenue en prenant les ddrivees des termes est convergente et repre- 
sente la derivee de la fonction fix). 

On peut albrs voir que la fonction f(x) ne pent elre repr^- 
sentee que de cette seule manierc et dans ce seul intervalle par une 
serie entiere. 

•N 

0 

Si en eilet Ton avail dans un certain intervalle— IV + R' 


fix) = a,, n^T -h • • • + OnX^ .. . 

en derlvant ii fois et faisant x = 0, on aurait /"(o) = n ! cin On a 

done necessairement (in — ',75 • Le developpement est done bien 

celui de la formule de Mac-Laurin et I'intervalle de convergence est 
par suite le meine. 


Applications. — 1° /(x) — e*. 

Un a 

J'(x) = e^, ... />'(.t) = . J«(o) = j. 

En appli(|uant la formule de Mac-Laurin 


' =‘+l -'-2-I + 


L 


r- 


(74 — 1; I (a - 1)1 
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Le reste Rn tend vers zero. Nous allons en cffet en cher- 

cher une limite superieure. Nous savons que, pour loute integrale 
definie on peut (?crire 

(p(l)dt <C iMai 

designant le maximum de dans I’intervalle d integration. 

^ jl- puisque L est compris entre o et x, 

Dans tous les cas |e^| reste inferieur dans Tintervalle ox a un 
noinbre (ixe M et par suite [Rn| <C M tend bien vers zero. 

On aura quel que soil x 


2 ® f{x) == sin X. 


J'(x) = cos X = sin -+-2) 
/»(x) = sin ^x - 4 - / 1 2^, r‘(o) = 


. TC 

Sin n 2 * 


Si n est pair, /«(o) = 0 ; si ri est impair, /^(o) est alternati- 
vement egal a + i et ^ — 1 . On en deduit que la serie de Mac-Laurin 
ne comprend que des termes impairs et les coefticienls sont alter- 
nativement positifs et n^gatifs. 


La serie obtenue sera 


X x^ 

1 - 3! 5 ! 


, ., x-”+' 

( 2 /» 4 - 1 ) ! 


’ Coinme une cl 4 rivee quelconque /"(Sac) = sin {Ox + nj) 
reste finie, quel <iue soil x, le reste R» lend vers zdro et la serie 
repr^sente bien sin x quel que soit x. 

30 f^x = cos X, 


On trouvera de meme 
cos X = 1 


’ 2 ! "^41 


d 6 veloppement valable pour toute valeur de x. 
4 ® f(x) = (I + xY. 
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On a en g^n^ral 


/»(*) r= m(m — 1). .. (m — fe -f- 1) (1 + a;)”* * 
y*(o) = in(m — 1 ) • • • (m — fc -t- 1 ). 

(Jj 

On a done la formule de Mac-Launn 

m(m - j) a:— + R„ 

(a — 1) ! 

avec 

u _ -iL±±) (x - 0— (1 

Jo 

Pour voir si le d4veIoppenient en s6rie de Mac^Laurin est 
applicable, * nous chercherons d’abord dans quel intervalle la 


s6rie est convergente. 


Le rapport d’un terme au pr^c^dent est - ^ - x. Ce 

rapport a pour limite — x. 

Done, la s6rie n’est convergente que si x est compris entre 

— 1 et + 

* fitudions le reste pour ces valeurs 

R« < r ^(t)dt <\x\X max. | cp(/) |. 

Jo 

Prenons le maximum de la fonction 

—A )^-1 (1 4- — 0""'- 


'pCO^ --(a-1)1“ 

On peut Retire 

ff\ _ >n( m — 1) • • • (/» — n + 1) 


(1 O’"-* X ' 


(a-1)1 


+ (1 4- 0*-' X 




1 4-< 


P 

Or comme | a ] <r 4 et comme / est constamment compris 
entre o et a; 

I. n 


X 


r+T 


<1 et I 1 4- t C""* < [ 4- t » ll** *• 
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(0 » 

Done on aura un maximum de | f(l) | en prenant 

[1 -h 1 x X —^-(n — 1)T-- ' ' '• 

P 

Le deuxifeme facteur est le terrne ^t*neral dune sene ana¬ 

logue a celle quo nous avons rtudire : il tend vers zero si | ^' | < 1 . 
Done si I a? I < 1, Rn tend vers zero. 

Le d^veloppement en s 6 rie est applicable. 

w 

Dans riniervalle — 1 <x< 1, on pent done ecrire, quel 
que soil m, 


/J V 4 - 1) 9 . 

(l-t-oc)'«=l-+-j-ac-h —27—-H 

Etudions les cas limites : 
io X = — 1 . 


i(m — 1). • •(m — n - 4 *- 1)^ 


Le terme general de la s^rie est 

„ _ / 1 v,-i — 1 ) • • • («»— n-h-2) 

u„ — {— 2 ) - 

u.+i ni — n 4- 1_ n — (m 4 - 1) 


m4ine signe. 


A partir d’un certain rang, tons les termes sont done de 
gne. bn posant =- ^- 4 .- on a 


m -1- 1 
n — (m -t- 1) 


, liin . not =5 (m -H Ij. 


La serie est done convergente si m > 0. 
Dans ce cas on a 


R.=r, 

Jo 


,(,)=i)-(i+<)-. 

Le facteur 11 + < 1”“* reste fini, inf 6 rieur h un nombre fixe^A. 


On a done 


I Rn I < A 


m(m — 1) • • • (ni — n 4- 1) 

- T«-^r 
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Or le deuxi^me facteur repriJsente le terme general d une 

serie qui, comme pour la serie propos^e, tend vers zero. Done R» 
tend vers zero ; la condition m > 0 suffit done. 

^ == + 1 • On a de m^me 


\ ^ iti _ 1 _|_ ^ . 

lln n ' Un n ’ 

? 

A partir d’un certain rang, la sdrie devient alternee. II 

suffit done que le terme g( 5 n 4 ral tende vers zero, et pour cela il faut 
d’abord (jue le rapport soit inferieur a 1 en valeur absolue. On doit 
done avoir m + 1 > 0. 

Ox, p 

D’autre part, il faut encore que iin tende vers zero. Nous 

a 1 

aliens comparer au rapport correspondant pourlas^rie Vn= 


et si 
de lln. 


lln 


< 


Vn 


, comme vn tend vers zero, il en sera de m^me 


Or pour la serie p, on a 


Vn \a -f- 1/ 





oc 

Appliquons la formule de Mac Laurin limitde aiix Irois pre^ 
miei's termes k la fonction f{x) == (I + ce que Ton a toujours le 
droit de faire, 




On aura 

(1 + .r)» 1 + ft ® J'j ft(ft — 1) (1 -f- Oxy'-^ 

lei 

1 

x= , k = — (m-H 1). 
n ' ^ 

0 ) 

Done 


^=(* ^ Jr'*"=«-<'“+'>*+ 


(m -+- l)(m -I- 2) 

2n2 




0 \-(m+ 3 ) 


Le premier facteur du dernier terme etant positif, il en r^sulte 


que Ton a bien 



1 ^ ^n+l 

Vn 

«n 


. Or Vn tend vers z6ro, done Un tend 


vers z6ro et la s^rie u est convergente. 
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Etudions inaintcnant le resle. On a, en prenant la forme 
<le Lagrange, 

Rn — m{ni — 1) • • • (m — « 1) (1 -f- O)”*-". 

P 

Mais (1 + 6)'"“” est inferieur a 1 el le facteur nuinerique 

tend vers sero puisqu’il represente le lerine general de la 

s(^rie. Le developpement en serie est done applicable. 

w 

En resume la formule du binome est applicable : 
si |cc| 1 quel que soil m, 
si a = — 1 lorsque rn est positif, 

si aj == + 1 lorsque m + 1 est positif. 

0 

3®/(ar) = L(1 + x). On trouverait de meme 

avec 


R„= {x-iy^-'ii+irxdL 


La s^rie n’est convergente que si | x ] < 1, 
Pourle reste, la fonction a integrer peut s’4crirc 




Or, comme dans le cas precedent, les demiers facteurs restent (inis 
et le premier facteur tend vers zero. Done Rn tend vers zdro. 

Six = + 1, la serie est harmonique allernee, done conver¬ 

gente. Etudions le reste. On a 


T 1 

(i—i\ 

“Jo 1 + ■ 

li -+- 1) 


dL 


Cette integrate tend (5videmment vers z^ro. 

Le developpement en serie est done applicable et on peut ^crire 



Si X = — 1 la s6rie est la s^rie harmonique : elle est divergente* 
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Fonctions de plusieurs variables. — II est aise d’^tendre la formula 
de Taylor au casde fonctions de plusieurs variables. Nous prendrons 
par exemple^ pour simplifier T^criture, une fonctiou de deux 
variables /(as, y) qui admette des d^riv^es partielles jusqu’ft Tordre n 
dans le domaine 

a X ^ A, b y h 

et soient a + A, 6 + * des valeurs de x, y coipprises dans le domaine. 

Nous voulons obtenir le d6veIoppement de J\a + b + k). Or 

il est facile d’introduire une fonction d’une seule variable /, en 

posant 

a = CL —fs- bty ^ = 6 -+* kt 

et considdrant la fonction 


?(0 =/(« =/(“. W - 

p 

Lorsque t variera de 0 1, en vertu des hypotheses, cette 

fonction composee admeltra des d^riv^es jnsqu’a I’ordre n au moins. 

It 

On a en effet 

<p'(0 = A ^ -h /f ^ • 
da 

On verrait par recurrence que I’on peut 4crire symbolique- 
ment d’une fayon g^n^rale 

Les d^rivees doivent 4tre prises au point a -{■ ht, b kt. 

Si nous faisons < = 0, les deriv6es seront prises au point a, b. 

a, Si 

AppUquons alors ia formule de Mac-Laurin dans I’inter- 
valle 0, r. On a 

<p(t) = <j.(0) + j f'(0) + . • • Irfyi 
Faisons t = 1 et remarquons que 


9(X)—f{ab,b-h k), tp(0) =/(a, 6). 

On aura la formule 

ri. + h,h + k^=f(,a.b) + \[kt+k^)f- 

(* S ^ 
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avec Rn 


Rn 



( 1 - 0 ”-* / 
(n — 1) ! i 



-H ft -t- ht,b-hkt)dt. 


Si nous prcnons la forme du resle de Lagrange» nous aurons 

= HI + o/t, 6-f- efc) 0< e < 1. 

P 

R» est un polyn6me homog^ne de degr4 n en h, k. 

Pour que le d6veloppement soil applicable, il faut et il suffil que 
R» tende vers zero quand n croit indefinirnent. 

On pourra, dans le cas ou Ton considererait h et k comme les dif- 
f4renlielles des variables independantes a, fc, ecrire ; 


/(a /i, 6 -h k) =f(a, j ^ /"♦"**' 

+ 1^1 (eTa ■+* .4 <>)+••• 

P 

On remarque que les lermes sont les dilf^renlielles succes- 
sives de /. On peut done (?crirc 

f(a + A, 6 + fc) =/(a, 6> + j d/4- d”-/+ • • • 


Autres mdthodes. — L’applicaiion de la formula de Mac-Laurin, 
par example, exige le calcul des deriv^es successives de la fonction 

P 

a d^velopper, alors que Ton a seulement besoin de la valeur 

particulifere de ces d(^riv^es pour a? = 0. On con^oit done que Ton 

puisse^ soil dtablir des relations qui donneront seulement 

ces valeurs particulieres, soil donner d’autres m^thodes plus 
simples. 

Considerons par example la fonction y = arc sin x, 

Il serait difficile d’obtenir Texpression g6nerale de la d^riv^e n®. 
Mais on peut aisement obtenir les valeurs particulieres des d6rivdes 

a 

pour X = 0. En d^rivant, on a 

et en ddrivant une deuxi^me fois 


(1) 


/(I — X*) = xf. 
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En dorivant n fois, par la formule de Leibnitz, les deux 
meinbres de cette relation, on obtient 


— x^) — i ‘ -f- ny^'^ 

ou 

(2) 'Hi — — (2n -h = 0. 

Cette relation entre trois d^rivees consecutives permettrait diffi- 

cilement d'avoir 1 expression gdnerale de j”. Mais, si 1 on 

veut siinplement avoir los derivees pour a? " 0, on constate que, pour 
cette valeur, la relation (2) se r^duit h 


ce qui donne inim^diatement Lexpression gtbierale de j". 

y.V^^-» = 12.32...(2p —1)2. 
cu 

De sorte (jue Tapplication de la formule de Mac-Laurin 


donne 

, X 1 1-3 x^ 


1.3-r)..-(2n —1)^ 

2n 1 


2-4‘t)* ‘ *2^ 

Ce developpement n*est valable que pour ] x | 1. 


M^thode du developpement de la d^rivde. — H pent par fois etre 
plus simple de devclopper en serie la derivee quand cette derivee 
est elle-ni4me une fonction plus simple que la fonction donnee. 

Nous savons que si ce developpement est convergent dans un 
cerclede convergence, et par suite dansun intervalle reel— R, + U, 
en integrant terme a terme, la s^rie, on obtient I’integrale de la 
fonction representee par la serie : le developpement obtenu est 
valable dans le m^me intervalle. 

Prenons par exemple la fonction 

y =z arc Ig X 

On a / = ^ ,. Or on pent d^velopper 

— (1 + a:-)"* 

1 -i- '' ' 


par la formule du bin6me si | a; | < 1. On a (par simple division) 


1 -P X' 


= 1 -x''* + x^ • • • 
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Kn inidgrant la sdrie lerme a terme, on oblient done 

- X .r' 

arc tg a: ^ -f- ... 

developpement valable dans le meine inlervalle. Le developpement 
est meme valable pour x = ± 1. 

On pourait emploj^er le mdnie procede pour la fonclion y = arc sin x, 
dont la derivde y' = (1 — pent ctre developpde on sdrie par la 

formule du binome pour | x | < 1. 


II. — APPLICATIONS. CALCUL DES LOGAIUTIIMES DES NOMBRES 


Nous avons Irouve pour le developpement de log (1 + .r) la 
formule suivanle (valable si | .r | < 1) 

1 /. V X .T- 

log (1 4- x) = — 2 I- 3 ••• 

Appliquons cette formule aux valours suivanles 


1 

X , X z= 

lo’ 

Nous obtienclrons cl’abord 


1 

'80’ 


+ -/g) = 'og = 3 log 2 — log ;t — log f) = 


2 ■ i: 


Les lermes de la seric du second membre varient sensi- 

blement conimc les termes d’unc progression gdometrique de rai- 

1 . . , , 11 
son . Comme la serie est allernee, si Ton s’arrdle au terme -Ar 
1 .-) n 


Terreur est inoindre que 
1 


1 


1 


Pour oblenir le deve - 


1 1:)“^^’ 

loppement a pres, il faut que {n 15 ”+^ > 1(P. Cette inega- 

lite est satisfaite h partir de n — 4 . II suffit done de calculer les 
quatre premiers termes du developpement. 

De nidme on aura tres facilement, avec une Ires grande 
approximation 

‘og(^ 2^) = ^ •’ - ‘-i - log 3 = i-1 + ... 

log (l + go) = log^J= 4 log 3 - 4 log 2 - log r. J . 
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tjJ, P 

On obtient ainsi trois Equations & trois inconnues ; log 2, 
log 3, log 5. 

En les r^solvant, on aura ces logarithmes avec une tr^s grande 
-approximation. 

* . . 1 
Pour avoir log 7, il sufOt d’appliquer la formule 4 a; = On 

aura facilement avec une grande approximation 

-^ 49 ) = 2 log 5 •+- log 2-2 log 7 = + ' •• 

Cette 6galite ne renfenne comme inconnue nouvelle que log 7. 
« 1 

Pour avoir log H, on appliquera k x = donnera 

2 log 11 — 3 log 2 — log 3 — log 5; 

et ainsi de suite. 

9 

On sail qu’il suffit de connaitre les logarithmes des nombres 

premiers successifs. 

Pour passer ensuite des logarithmes nt^p^riens aux logarithmes 
vulgaires, on sait qu’il faut multiplier les premiers par 

I^0 = 0.4342»i4. 

Calcol des logarithmes des lignes trigonom4trianes. — Dans les 
formules -de Mac-Laurin relatives a sin x, cos x, tg x, par example 

. ‘ a: x’ 

8inx= j —+... 

X repr6sente Pare relatif 4 un nombre de degr4s donnas, 

dans le cercle de rayon unit4. Etant donne un angle en degr4s, 
minutes, et secondes ou en grades, il faut done pouvoir calculer 

? 

Pare X correspondant; il est done n4cessaire de connaitre n. 

En dehors des m4thodes g4ometriques, il existe des m4thodes 
purement analytiques donnant ia valeur de n. 

Si par exemple dans la formule donnant arc tg x, nous 
faisons x = 1, nous obtenons 

It_1 1,1 1 

4“1""3"‘"5 7”* 
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7C 

Mais cette formule est impraticable ; on sait que dans 

cette s^rie alternee, I’erreur commise en s’arretant k unternae donn(i 
est de Tordre du dernier terme negligd, 

Four calculer ^ avec une approximation seulement de il 

serait nicessaire de calculer les cinquante premiers termes du d^ve- 
loppement. 

Nous alloiis obtenir une sdrie beaucoup plus rapidement conver- 
genle. 

Gonsid^rons Tare <jp dont la tg soit egale a g • 

0 

• Nous aurons 


<p = arctg5 = g--3^3+... = A. 

? 

Dans le d6veloppement du second membre, les termes se 

succedent sensiblement comme les termes d’une progression gdomd- 
11 . 

trique de raison = 25 * Cette s^rie est done assez rapidement 

1 1 3 

couvergente. Encalculant seulement jusqu’au terme ^ on 

1 

aura la valeur de la s^rie avec une approximation de 


a 

Calculons tg 4y. A priori, on voit que la valeur sera tres 
voisine de Tunit^. On a successivement 


tg 2^ : 


2 tgt p ^ 
1 — tg- Q 


10 

24 ^ 


12 


I / 120 

'g 


L’angle 4(p est done l^gerement sup^rieur a j- 

a, 8^ 

On aura ensuite 


L20_i 


1 


Get angle est done tr6s petit et on pent calculer facilenaent avec 
la plus grande approximation 

= ( 2 k) = 
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Des valeurs de A et H, on deduit 


TC 

4 


= 4A _ B = 4 



fv* 


■■■/~l23D 3 239^ 



Nous saVons done inaintenant transformer tin angle en arc et 
nous pouvons appliquer les lormules donnanl sin x et cos x. Con- 
naissant ces valeurs, on prendra les logarilhmes de ces nombres. 


D^veloppement de I’expression j = (1 — + «*) ^ 

Enlin a litre d’exercice considtSrons Texpression 

j (I — 2aa: -H a-; *. , 

Elle intervient en aslronomie dans l elude du mouvement de& 
planetes ; 7 rcpr4sentant un noinbre Irfes petit, nous voulons obte* 
nir le developpenient do I’exprcssion suivanl les puissances crois- 
santes de «. Ces valeurs seront ainsi inoins p<5nibles a calculer que 

par un calcul direct. 

5 

Posons done 

y = (1 — 2 olx -h = (i H- 0”“'* 

Avee t 

Nous Yoyons iminodiateincnt que la formule du bin6me per- 
mellra de d^vclopper y suivant les puissances croissantes de /. Nous 
chercherons ensuilc les lermes de meme degriS en «, ce qui nous 
permeltra d’ordonner le developpemenl de y suivant les puissances 
0 1 ^ 

croissantes dc On a done successl^ enient 


y=-- 


Nous dcrirons simplement le terme general 


= V O'lr-J)=V --i> a-(2» - 


2”* HI I 


i"*;/!! 


" Cherchons alors dans les divers ternies de les termes d’un 
degr^ donnd n en «. Nous n’aurons un pareil terme que si 

m <. n < 2m. 
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Si nous considerons le terme ecrit renferinant en facteur, il 
faudra dans le dih'cloppement du binome, prendre le terme de 
degre n — m. 

Or on a 

(2x — a)''* = —C*.(— 1 

Et si nous faisons li — /i — //i, nous aurons le terme 


I • J • • • (2»/i ^I . 

L’cnsemhle des terines en 7^^ aura done pour coefficient 


avec comme condition rn < n < 2ni. 

3t, V 

n etant fixe ctm variable, nous allons evidemment niettre 

en evidence les elements ne dependant que de n. A cet ellet, 

nous ecrirons cet ensemble sous la forme 


\i 2fn ! . — I yi— 

!)“ ^ ^ [n — in) I — /j\ ! ^ ^ 


n ! 


2^71! 


I in ! (a — in) I 


(a — in) I {2ni — n) ! 
[2m(2m — I) • • • (2aj — n -f-1) (— 


p. H, 


On romarque que le facteiir mis entre pareIltht^ses repre- 
scnte la derivee n® de ( — 

L’ensemble s’ecrit done 


D. V(- I)---— 

Li"a! ^ iiiKn 


III 


in) ! 




Or la somme 


p. 11 


represente le developpement de {x^ — 1)”. 


Polyndmes de Legendre. — Le coefficient de 7^ est done 

finalement 

On voit que X» est un polynome de degre n en x. On peut done 
ecrire 

(1 — 2:xx -4- a“) ^ ^ aXi -f- a-X^ 4 - . . . -f- a”Xn -+-••• 

Garrus. — Gours de Calcul dilteronliel et integral. 15 
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Les polyn6mes Xn portent le nom de « polyndmes de Legendre ». 
11 s jouissent de propri4t4s int^ressantes : 

1° Tout d’abord, ces polyndmes ont toutes lews racines rdelles 

It 

et comprises entre — 1 et + 4, comme on le voit en consi- 

d^rant la fonction 2 = (a:* — 4)" ; Cette fonction a toutes 

a 

ses racines reelles (n racines 1, n racines — 1). En appliquant 

successivement le theoreme de Rolle k toutes les ddriv^es successives 
on voit que toutes les racines de D**(a:* — 1)« sont reelles et separdes 
par les racines de — 1)*^. 

2 ® Ces polyndmes satisfont k une Equation difKrentielle du 
deuxi^me ordre. 

a 

En posanl c — 1)*», on a en ddrivant logarithmic 

quement 

~ ou (x^ — 1 ) 2 ' — 2nxz — 0. 

Si 

A son toui% cette derni6re Equation pent facilement dtre 
diSriv^e n -f 1 fois, en appliquant la formula de Leibnitz k ses deux 
termes. On obtiendra seulement 

[(x^ — 2(n -+- l)x:'‘+‘ 2z”] - 2n[xz”+' -4- (n +1)2»] = 0. 

OU en simplifiant 

(x^ — 1)2’^+^ 4“ — n(ri -4- 1 ) 2 ’* = 0. 

1 

En remplayant dans cette Equation, c” par Xn il vient 
(x^ — 1)X'^ -4- 2icX'„ — n(n -f- l)Xn = 0. 

Telle est T^quation differenlielle cherch4e. 

3^ On peut entin ^lablir une relation de recurrence entre trois 
polynoines successifs Xn-i, Xn, Xn+i. On a en eftet 

(1 — 2ax -4- ot^) = 1 -f. aX| H- 4- • • • -h a^Xn -i- • • • 

En d^rivant logarithmiquement les deux membres de cette 

(§galite par rapport k a, nous avons la nouvelle identite 

_ 1 — 2 x •+“ 2^ _ Xj -f- 2 ^X 2 “h •••-(- -!-••• 

2 1 —• 2o[X 4* 01“ 1 4“ ®Xj -f- ct^Xj 4* • • • 
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En chassant les d^nominateurs il vicnt 

(x — a) (1 -H otXi H- • • • -h • • •) = (1 — 2:xx -+- a-) (Xi -h 2 ^X 2 • • •). 

Cette Equation dtant consideree comine une identity en a, en 
4galant les coefficients des diverses puissances de a, par exemple 
les coefficients de a”, on obtient 

— X„_i = (r - 4 - — 2nxX,j -4- (a — l)X;,^i, 

Ou en r^duisant 

(1) (n - 4 - l)X»i 4 .i — (2n -h l)irX„ - 4 - /jX„_i = 0. 


Cette formule permet aisement de demonLrer encore par recurrence 
que si les polyn6mes Xn et X»-i ont toutes leurs racines reelles (les 
racines de Xn-i separant celles de Xn), le polyndme Xn4.i aura aussi 
toutes ses racines reelles s^parees par celles de Xn. 

En etlet pour deux racines consecutives a, [i de Xn, on a 
d’apr^s (1) 

(n -H l)X„4.i (ot) = — /iX„^,(jfj 
(n -f- = — /iX„_i(fi). 

Or par hypothese, il y a une racine de Xn-i entre a ei ; 

Xn+i(a) et Xn4-i(j3) sont done de signes contraires. Il y a done bien 
une racine de Xn+i entre « et f’j c’cst-fi-dire entre deux racines 
consecutives quelconques de Xn. On demontrerait facilement qu*il y 
a une racine entre — qo et la premiere racine de Xn et de mSinc une 
racine entre la derniere de Xn et + ^ . 

Limitesde certaines expressions ind^termin^es. — Les developpe- 
menls en serie permettent de rechercher la limite de certaines 
expressions qui se presentent sous unc forme indeterminee pour des 
valeurs a, fc, ... des variables. 

Dans le cas d’une variable, supposons que, pour une valeur a de 
la variable, la fonction /{x) n’ait pas et^ definie et ne presente plus 

aucun sens, qu'elle se prdsente par exemple sous Tune des formes ^ 

ou ~ou 0 X ^ ou entin 00 — cc . 

On dit qu’elle prend une forme indeterminde. On convient 
d’appeler «vraie valeur » de I’expression pour x == a, la limite vers 
laquelle tend f{x) lorsque x tend vers a. Ge n’est qu'une fa 9 on, 
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loj^ique sans cloute, et pour assurer la coniinuite, d’assigner une 
certaine valeur a la fonction pour x ^ mais on pourrait a priori 
s’imposcr telle autre valeur. 

La determination de la vraie valeur ne presente plus alors 

TC 

aucune difficulte ; il suflira de chercher la limite de f{a + 

lorsque A tend vers zero. 

Supposons par exemple que la fonction soil donnee sous la 

forme ct que Ton ail (f{a) = ii/(a) — 0. 

*1 

II faiidra alors cherclier la limite du rapport des parties pnn- 
cipales de o(a -j- /i), 6 (a + A). 

Si les fonclions ^(.r) et '}(a:) sont developpables en s4rie pour des 

O 

valours voisines de a, ‘ il suflira do prendre le rapport des 
premieres d< 5 rivees qui ne s’annulent pas pour x == a. Cette limite 
ne sera linie et non nullc (jue si ces premieres derivees sont du 
ineme ordre. 

<^2 

Les aulres cas d'indelcrrnination, comme on 1 a vu en 

nuitliematiques generales, peuvent etre ramenes A ce cas. 

Dans le cas des fonctions de plusieurs variables, on appellera de 
meme vraie valeur d’une fonction J\x, j), qui devient ind^termin^e 

pour X = a et 7 — A, la limite de /{a + A, h + A), lorsque h 

et A lendent simultanement vers zero. Mais ici, il faut remarquer 
que cette limite dependra en general de la fayon dont A et k tendront 
vers zero. 

o (x y) 

Ainsi supposons par exemple que J\.r, y) — ^^ 3 .— et que Ton ait 
^(a, b) =■-= 0 , -Xa, 6 ) = 0 . 

Nous devons consicI4rer la limite de ^ 

Si les fonclions 'h peuvent etre developp4es par la formule de 
Ta}dor, on aura 


cp(a -f- /i, 6 -H- A) = fia, h) + A ^ + 2 ^-, 

^(a + h, h -h A) = b) -+- h A + .j, {h + A 


5. 


Comme f{a, b) — 'b{a, b) = 0 , en supposant les qualre 
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d4riv6es partielles du premier ordre non nulies simullanement 
pour a, b 


<p(a /t, -1- h) 

^(a b k) 


^9 



dep 
' fi b 


k^4 

db 


Faisons tendre li et k vers zero niais en les assujettissant par 
exemple a verifier une relation k — //t, X etant unc constante choisie 

arbitrairement. On aura 


cpfa h, h /r) _ ba bb 

-H h] b b^\^ y 

ba ' bb 


h I b 
21 \ba 

A (^ 

2 ! \ba 




9 


-4- 


Lorsque h tendra vers zero, la limite du second inepibre sera 


bo . bo 

ba bb 

^ Cette limite depend done en general de X c’est-^i-dire de la 
maniere dont /i, k ont tendu simultanement vers z4ro. Elle n’en 

P 

serait independante que dans le cas ou 1 on aurait 



c>9 

ba _ 

bb 



da 

bb 


La limite serait alors 4gale, quels que soient h et k, h ces rapports 
m4mes. 

Si les d4riv4es partielles du premier ordre ctaient nulies, on consi- 
dererait les termes du second ordre et ainsi de suite. 
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MAXIMUM ET MINIMUM 


SOMMAIRR. 

Fonction (Vane variable : Distance d’lin point Si une courbe. 

Fonction de deux variables : liltude complete. — Gas doutcux. —Conditions ndcessaires 
et suilisantes. -- Distance d*un point h une surface. 

Fonctiotis de trois varialles : Gas douteux. — Conditions n^cessaires el sufHsantes. 
Generalisation : filude d’uno in6gaUl6. — Invariant simultan4. 

Generalisation : Gas de moins de (n — 1) carrds ind4pondants. 

Maximum relatif : Mcthode des mulliplicateurs. — Gas des fonctions implicites. — 
Point mobile se d^plagant dans deux millieux. 

Meihode de Fermat : Applications. 

L’etude de la variation des fonctions a dt^, faite au cours de math6- 
matiques g4n^rales. Nous avons plus specialement en vue la 
recherche des maxima ou minima d’une fonction de une ou de 
plusieurs variables. 

I. — FONCTIONS D’UNE VARIABLE 

On dit qu’une fonction y = f{x) passe par un maximum pour x = 
si Ton pent determiner un inlervalle rj suffisaniment petit pour que 
Ton ait 

f(xo -f- h) —f{0Oo) < 0 

pour toute valeur de li (^0) satisfaisant a la seule condition | /i | < >?• 
Si au contraire Ton a dans les monies conditions 

/(a-o -4- h) —f{xo) > 0, 

on dit que la fonction passe par un minimum. 



MAXIMUM BT MINIMUM 


231 


THfionAiiE, — Si la fomlion passe par an maximum ou minimum 
pour la valear et si elle admel une dirivie pour des valeurs voisines el 
de part et dautre de Xg, celte dirivie s'annule poor Xg. 

En effet la d^riv^e est la limite commune de 

/(afo ^4- h] — f(Xo) — _ 

^ h — h 

Or, si la fonction passe par un maximum ou minimum pour ojq, 
et si I /i I < yj, les numdrateurs de ces deux fractions sonl de meme 

signe, Les deux fractions sont de signes contraires. Leurs 

limites ne peuvent done qu*Stre de signes contraires ou nulles. 
Gomme ces limites sont les mfimes, la limite commune qui est la 
deriv^e de la fonction au point Xq est nulle. 

Voyons si dans ce cas il y a r^ellement maximum ou minimum. 

Pour nous placer dans le cas general, il pourra arriver que non 
seulement la derivee premiere s’annule pour mais qu'un certain 
nombre de derivees suivantes s’annulent (§galement pour cette 
valeur. 

Soit f”{x) la premiere derivde qui ne s’annule pas pour x^, 

Tn^oRiiME. — La condition ndeessaire et suffisante pour qu*une Jonc^ 
iioHy qui admel des dirivies successiveSf passe par un maximum ou 
minimum pour Xq, est que la premihre dirivie qui ne s'annule pas pour la 
valeur Xq soil une dirivie d^ordre pair. 

0, a 

En effet, la formule de Taylor appliquee jusqu’Ji la d^ri- 
v6e n^ se reduit alors a 

/(x, + h)- f{x,) = ~ /»(Xo + 0/.) 0 < fl 1. 

Puisque par hypolhfese, /"(x„) ; 2 f 0, on pent supposer h et par 
suite Oh suilisamment petit, pour que f"{Xg + Oh) ait le signe de /"(a;.). 

(O 

Si n est pair, le second membre conserve done un signe cons¬ 
tant quel que soit h. 

Si K) < 0 la difference f{xg + A) — f{xg) est negative : la 
fonction passe done par un maximum. 

Si/*(«(,) > 0 il y aura minimum. 

Si n est impair, la difference change de signe avec h : il n’y a 
done ni maximum ni minimum. 
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Remarque. — On nc doit done rechercher les maxima on les 

(rj 

minima, lors((ue la variable doit varier dans un intervalle 

a, 6, que pour les valeurs de x pour lesquelles la fonction ou sa 

d^rivee ccsse d’exister ou d’etre continue, ou pnur les limites 

memes* de I’intervalle (car la definition suppose que la fonction 

puisse prendre des valeurs de part et d'autre de ou enfin pour le& 

valeurs r|ui annuleiit la deriv6e. 

Considerons par exemple la fonction 

2 1 / — 
j = X ' = \/x-. 

P 

Elle admet visililement un minimum (nul) pour ./* — 0. 
Cependant cette valeur n'est pas obtenue en annulant la derivee 

, 2 ^1 

3, 

TZ 

C’est que, pour cette valeur, la derivde est discontinue. 

2° Considerons la parabole y“ — 2/).r — 0. Prenons un point A 
sur oXy un point M (x-, y) variable sur la parabole, et cherchons Ic 

maximum ou minimum de la distance AM. 

8 

On a 

AM^ ~ {x — ay- H- -f- 2 /xt — 2a.T -1- = z. 

La valeur qui annule la derivee est x — />. 

P 

Pour que le point soit reel, il faut que x soit positif. Si done 
p >> a, il semble qu'il n’y ait ni maximum ni minimum. Cependant j 
passe visiblement par un minimum pour x — 0. Cette valeur n’est 

cependant pas obtenue en annulant la d(5riv^e : e’est que zero 

est une limite du champ de variation de x. 

On arriverait a un resultat analogue en clierchant le maximum 
ou minimum de la distance d’uii point un cercle. 

1 

3® Supposons enfin y = sin^ 

$ 

Puisque la fonction est constamment positive ou nulle, elle 
admet un minimum (zero) pour sc = 0. 

5 

La derivee est 

y = lx sin^-2 sin - cos . 

^ X XX 
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1 

Elle s’annule pour le.s valours annulant sin qui correspondent 
t\ des minima nuls; pour los valours salisfaisant i\ I’equalion 

. 1 1 

equation qui admet, commc on sait, une infinite de racines et 

auxquelles correspondent los maxima successits y 
0 

Enfin la dorivee n’est pas dodnie pour x r-- 0. 

C’est uno valeur qui pourrait corrospondre a un maximum ou a 
un minimum : c’est ce qui a lieu en ellot. 

Application. Distance d’un point a une courbe. 

Soil l'd(iaallon (Viine courbe y - ./(•^) (1) coordonndcs reciantju- 

laires. 

Chevchons le maxiniuni on le minimum du carr6 de la distance d un 
point donnd A(</, b) a un point variable y) de la courbe. 

Le carrd de cette distance est 

u = (x — a)2 4- (y - bf 

expression dans laquelle il faut remplacer y en tonction de x. 
On a 

( 2 ) = 

fS) + 

La dorivee premiere s’annule pour les valeurs satisfaisant a 

(4) a: _ a 4- (y — b)/ = 0. 

Lorsqu’on remplace y et y' en fonclion de c est une Equation 
en ./* qui determine les points pouvant correspondre a un maximum 
ou un minimum. 

(j 

Cette equation exprime que les deux droites de coefficients 

angulaire et y' sont rectangulaires : ce sont la droite AM et la 

tangente MT en M k la courbe. 
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» 

Le point M doit done etre (en laissant le cas ou j' serait 
inddtermin^e ou discontinue) le pied d une des normales issues de A. 

Voyons s'il y a r4ellenient maximum ou minimum. 

Ces points etant bien determines par les equations (1) el (4), 

nous pouvons supposer que nous prenons I’un de ces points 
pour origine des coordonnees, I’axe des x etant la tangente en ce 
point. Pour ce point on doit done avoir 

X = y = v' = 0. 

8, 

L’equation (2), qui se reduit a = 0, montre bien que le 
point A est sur la normale oy. Pour ces valeurs on a 


1 fjx 

2 dx^ 


= 1 - bf{o). 


Si y"(o) = 0. e’est-a^dire si le point M est point d’inflexion, 


d^ix . • • 

on aura constamment > 0 : il y a done certainement minimum 


quel que soit A. 

Si y"(o) ;zf 0, le signe depend de fc, e'est^a-dire de la posi¬ 

tion de A sur oy. On pent supposer par exemple y"(o) > 0, c’esl-4- 
dire que la courbe tourne sa concavite vers les y positifs 


Considerons sur oy le point C, de cote = 


1 

/(o)’ 



On aura 

2 0-/0 x(P-41. 

ti) 

Si 6< ^ c’est-^i-dire si A est au«dessous de G, on a ^ >• 0 : 
il y a minimum. 
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Si A est au-dessus de G, il y a maximum. 

• Si a coincide avec C, il faut consid^rer la derivee 3® de u. 

On a 

1 d^u 

Cette d^riv^e se r^duit k Torigine ^ — by^{o)» 

Si y"{o) ^ 0, il n'y aura ni maximum ni minimum. 

Si y'\o) = 0, il faut recourir a la derivte 4® 

Pour I’origine elle se r^duit i 

2 d"). =/(.) (vw-ri”))- 

Si > 0, il y a minimum. 

Si < 0, il y a maximum. 

Lc point C situ6 sur la normale en M et dont on constate Tim- 
portance s'appelle le centre de courbure de la courbe en M. 


II. - FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 


Soit une fonction de deux variables z = /(x, y), continue lorsque 
le point X, y se d6place k Tinterieur d un champ donn^. 

On dit que cette fonction, est minimum pour le point Xq, du 

champ, si Ton peut determiner un nombre yj tel que 

(1) /‘(a^o h, Jo /f) —/(a-o, Jo) > 0 

pour toutes valeurs de li et k satisfaisant aux megaliths 

1 /‘ I < 1 I < f.- 

a 

Ces in4galit6s expriraent que le point ajj + A, y, + A se 

d4place dans un carr4 de centre Xq, Yq dont les c6t6s sont parall^les 
aux axes et 4gaux A 2y]. 

Remarquons aussit6l que cette dernifere condition pourrait 4tre 
remplac^e par la condition que Ton puisse trouver un nombre js tel 
•que + A® < inegalit^ qui exprime que le point as, y se d^place 
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cl Tinterieur cruii cercle C de rayon p. rfi Toil se donne en 

etfet un carre Q, il suflit de prendre pour C un cercle inscrit dans 
ce carre. Si Ton se donne un cercle G, il suffit de prendre pour Q 
un carr^ inscrit. 

On dit de meine cjue la fonction est maxiinuni pour si, dans 

les memes conditions, on avail 

/(a f- /i, /»•) Jo) < 0 

Tiikobkme. — Si la fonction admel dcs derirdes parlielles an point. 

unc condition nccessaire^ mais non siifjisantc, pour qiiil y ait 

maxinmm on minimum csl qiie ces dcrirdcs soicnt nnllcs en ce point. 

0 

En edct, dans le cas d'un minimum, dans Tinegalite (1), on 
pent supposer en particulier A* 0. On doit done avoir 

(10 /(^’o A. Jo) —/(^o, Jo) < 0 

pour toute valeur de li satisfaisant h | A 1 

(0 7 

L’in^galit^ (10 exprinie que la fonction/(x, Jq), consi- 

derde comme fonction de x seulement, est minimum pour la valeur Xq. 
Puisqu'elle admet une derivee fx{x^ y^), cette derivee doit etre nulle 
pour la valeur Xq : 

yo) = 

On aurait de meme /y'(.rQ, y^) 0. 

On peut meme ajouter que si la fonction admet des d^riv^es 
P 

secondes non nulles, ces derivees doivent etre positives 

s’il y a minimum, negatives s’il y a maximum. 

On peut bicn coiicevoir que les conditions /a;' — 0,// = 0 ne 

soient pas suffisantes puisque les inegalites doivent avoir lieu 

non seulement pour la valeur parliculiere k — 0 ou A = 0 mais 
quelles que soient les valeurs de A, k satisfaisant a A^ k^ < p^. 

to 

Les systfemes de valeurs qui peuvent rendre maximum ou 
minimum /(a;, y) doivent done Stre recherches parmi les systemes 
qui satisfont ii 

( 2 ) 

ou parmi les systemes de valeurs pour lesquels la fonction ou ses 
d^riv^es sont infinies ou cessent d’exister. 


f- = o. 


»y 
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£tude complete. — Nous aliens rocherchor s'il y a reel- 

lement maximum ou minimum. Cette etude sera assez delicate et 
demandera une grande attention (surtout dans les cas douteux que 
nous rencontrerons) parcc qu’il nV a aucun rapport entre les ordres 
d’inlinitude de deux ou trois inlinimont pelits /i, A% / et on ne peut 
afiiriner a priori par exomple (ju*un groupe liomogenc du 3® degre 
en /i, /v, / soit inlinimenl petit par rap|)ort a un groupe du 2 ^ degre. 

Supposons que la fonction admotle des derivees du 2®, 3^ et 
a 

ordre. En donnant a y les accroissemonts /i, k el en 

appliquant la formule de Taylor crabord jusquaux termes du 

J; 

? 

3® ordre, en tenant compte des equations ( 2 ), on a 


A = /(.r„ -t- h, y, -I- k) y.,) ==: ^ 


I - 2hk 


.ifL. 

OX oOyQ 


-h 




Nous designerons respectivement par T., tlTjj les deux parentheses 
du second meinbre. 


T 2 est une forme lioinogene et du second degre on A, k 

T, rtrr air 4 2hhk rk^ 

dont les coefficients sont constants, valeurs des derivees secondes de / 
au point Xq, Yq. 

P 

T 3 est une forme liomogene et du troisieme degre en A, k 

dont les coeflicients sont variables avec h et k, mais qui, lorsque li 
et k lendent vers zero, tendent vers les valeurs des derivees troi- 
siemes de /au point y^. 

Nous voulons etudier Ic signe de A pour tonics les valeurs 
de h et k satisfaisant a une inegalite de la forme li^ + k^ /• 

Remarquons qu'il n est pas possible de parler d ordre d inllnilude 
de Tg et T 3 en supposant li et k infinimenl pelits puisqu’il ify a 
aucutie relation entre ces inliniment petits (it pourrait parlaitement 
arriver que Tg fut d'un ordre infinitesimal superieur a T 3 si ac ~ 0 ). 
Nous poserons 

h = Ik', k = Ik' 

avec 

/i2 ^ Jy2 _ p /t'2 ^ //2 _ I 

I pouvant etre posilif ou negalif. 
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P 

La ditr^rence A devra conserver un signe constant k la seule 
condition P p d^sigiiant une quantity suffisamment petite. 
Studious d'abord Tg. Les d6piv6es troisifemes etant continues, on 

p 

pent supposer / et par suite A et A* suffisamment petits, pour 

que ces d^rivees en Jo + different des valeurs en 5Cg, 

d'aussi peu qu’on le voudra, quels que soient A, k et k fortiori pour 
qu’elles restent infdrieures, en valeur absolue, k un nombre fixe m, 
II en r^sulte que Ton aura | Ta | < mf] A | -j- | A |]® el comme A 
et k sont separ^ment inf^rieurs | / | en valeur absolue, on aura 
cerlainement | Tg | < 

Etudions Tg. On a 

l\ = ah^ -f- 2bhk cIP = l\ah^ -4- 2bhk' -^ck^) = PT^'. 

$ 

1®** Gas. 6 ^ — ac> 0. 

Supposons que le trindme du second degr6 Tg' en h'k' adniette des 

racines r^elles c'cst-^i-dire — ac >> 0. On sail alors que 

Ton peut meltre ce trindme sous forme de difference de deux carres 

t; = U 2 _ V 2 , 

U et V 4tant homogenes lindaires, ind4pendants en h\ k\ On aura 
done finalement 

A = ^ P(l]2 _ V2) + J T 3 . 

Je dis que, quelque petit que Ton choisisse p, on peut 

trouver des syst6mes de valeurs de A', A' et par suite de A, A qui 

donnent k A des valeurs soil positives, soit negatives. 

. ... 

Si nous vouloiis en eifet que A soil positif, donnons k A'et A' 

des valeurs telles que V = 0. Pour ces valeurs, U prend une valeur 

non nulle Ug. On a done 

A = J PVl -f- ^ T3 


et comme | Tg | < 8 m\P\ on a 


A> 


A sera done cerlainement positif si / -< : il suffit done de 

, 3U? 

prendre p =-g;;p. 
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De mfime, si nous voulons que A soil n^gatif, nous choisi- 
rons des valeurs h'y k' satisfaisant Si U = 0, Pour ces valeurs V 
prend une valeur V^j. On aura 

A = - ^ i T, < - i /^v; + I m|i>| 

3V* 

A sera done n 6 gatif si I <C • 

10 

La diderence A pouvant prendre des valeurs de signes con- 
traires, pour des systemes convenables de h, k, il n’y a done ni 
maximum ni minimum. 

2® Gas. — — ac <C 0. 

Dans ce cas, le trinome du second degre en /i, k conserve un 
signe constant, celui de a par exemple ou de (On pourrait ^ga- 
lement affirmer ici que, en supposant h et k infiniment petits et 
quel que soil leur ordre respectif, T 3 est infiniment petit par rapport 
St T 3 ). 

Je dis qu il est alors possible de trouver une valeur de p 

sufflsamment petite pour que A conserve un signe constant: la fonc- 

tion passera done bien par un extr<5mum. 

> 

0 

En edet pour les sysUmies de valeurs de /f et k' satisfaisant 
4 + /i '2 — 1 , le trindme du second degre admet alors (si a < 0 ) 

un minimum positif fx. On a alors 

A > 2 — 3 

Si done on prend / < g|-, on aura bien, quels que soient li 
et fr, A > 0 . 

La fonction passera par un minimum. 

De meme si a <C 0, le trinome est constamment n^gatif el 

admet un maximum negatif — o,. On aura 

A < - 2 I"'' -t- 3 

A sera done negatif, quels (jue soient li et k^ si Ton prend / <C 
11 y aura maximum. 
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Cas douteux. — Cas. 6 * — ac - 0. 

P , ' 

Le Irinoine du second dejjre ly esl alors le oarre d’une 
forme lineaire en li et k' laquelle s'annule pour 

IV = aV\ 


Dans ce cas pour etudicr A, nous appliquerons la formule de Taylor 
jus(ju’aux lermes du ordre elecrirons 



Oj, p 

Kn general [)our chaquc systeine de valeui s /i', // n*annu- 
lant pas P, et pour des valeurs de / sufdsaininent petites, A a le signe 
de IV, c’cst-i-dire de a — done conserve un signe constant. 
Mais que se passe-t-il pour des valeurs de A', // voisines de A^', k^ 

^1 

et en particuUer pour ^ L'q ? Pour ces valeurs 

t;(Ao\ /V) =- 0. 

Si T./(//o\ A'o) ^ pour des valeurs de I sufrisaminent petites, 
A est du signe de /^1V(/V, /V). Or on pent su[)poser que / est positit 
ou negatif. A pourrait done prendre des valours tantot positives lantdt 
negatives : il n'y a done ni niaxiniuin ni miniiniim. 

VJ 

Pour qu’il puissc y avoir extremum, il est done necessaire 
que /•o') 0- 

I r , 

Pour ces valeurs A a alors le signe de /^T/- Or si A et /; 

sont suflisamment petits, les derivees q^i figurent dans T/ ont 
des valeurs aussi voisines qu’on le veut des derivees en Xq, Jq, et 
par suite A a le signe de T/(Aq', Lq') 

’i\'(/<„'AV) = (/»„';;; -f- /.«' ~)"/(^o, Jo). 

Nous supposerons Tj'(/*o') K ) ^ necessaire encore 

que 'i'iiho, />o') soil du signe de a = ou que aT 4 '(/jo', /.’o') > 0. 
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Mais cette condition n’est pas suftisante : il reste & Voir ce qui se 
passe pour des valeurs voisines de V, qui rendraient T2(/i', k') 
non nul raais inliniment petit par exemple de I’ordre de 1 . 

Nous poserons 

h' — /io' = 1, k' — /.-o' = r,. 

liltudions successivement T'g, T'g, T'^. 

3 , 

On a 

k') = aP\h’, k') = aP^($. T,) 

7T 

puisque P(/t'o, /'V) “ 

TZ 

P(^, /j) est certainement dilTerent de z&ro ; sans cela vj 

seraient proportionnels a h^', k ^'; on aurait 

h! = /i„(l + ).). k' = /c„'(l + >-) 
ce qui est impossible, puisque Ton doit avoir simultant^ment 
/('2 -I- k'^ = i, = 1. 

On a 


= T3'(/.'. /.') = T3'(/‘o' 

= T,'(/.o'fro') ■ 


- 5, A-o' 
,<)TV 

^ a/i,/ 


-t- Ti) 


-+• r, 


.>T»' 1 


aA'o 


2 \’ d/»o' 


I + ■»". 


dk, 


\(») 

!) 


T,' 


Le premier terme est nul. Pour Ic deuxifeme groupe, on pent fiiire 
^ ' j>T ' 

ici une remarque tres imporlante : la forme lincaire + yj 

TZ 

s annule pour les valeurs qui annulent P. 

elfet 

hj ^ 4- ko' 'S = 3T,'(/<o'. k,') = 0 


On a en 


“ d/.7 


on pent done certainement poser une identite de la forme 


f J>TV 


.>T,' 

..A’ 


V; 


u d^signant un coefficient numerique. D'ailleurs P(|, /;) est different 
de zero. 

Nous allons montrer que Ton peut rdduire, dans tons les 
cas, k') k son premier groupe et negliger les deux autres 

groupes. 

Carrus. — Cours de Calcul dift^rentiel et integral. 16 
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Supposons d abord c’^est-i-dire les coefficients de y? 

dan’s P non nuls : il en est de mfime dans le premier nombre. 

Dans ce cas, dans Texpression ci-dessus de //), on pent 

alors certainement negliger le groupe 


'('bt 


qui est inliniment petit par rapport au premier groupe^ quels 
que soient les ordres d’infinitudc de yj. 

Si par exemple = 0, P(//, //) se reduit k un terme en fc'. 
D'autre part forme 

mA'3 + -4- Zph'k'^ -f- qkK 


Alors 
Si P 


Et comme T' 3 (/i'^, == 0, il faut que m = 0. 

Ta'C//, U) ^ 3n{h,^ -4- 4- 3p(W + kW + 7^'- 


Les termes da premier degr 6 en §, y} sent 3nh'lY} = 3nY]. 

Les termes du second degr^renferment^galementy? enfacteur. Ils 
sont done aussi certainement n^gligeables devant ceux du premier 
degr 6 , et aussi ceux du troisieme degre. 

to 

Ainsi de toutes fagons, on pent reduire Tg'(^', //) a son pre¬ 
mier terme 


V €>l3^ _ p.j V 


Kiudions enfin T 4 '. 


Pour T/, nous avons vu que si A, k sont suffisamment petits, 

les d^rivees qui y figurent sont aussi voisines qu'on le veut 
des deriv^es en y^. On peut done d’abord lui substitucr 

('*' 4 a/) 

D’autre part en y rempla^ant les valeurs h\ k' on a 

T;(/t', k') = T/(Ao', ko') + (? + ■/! -,) L'(V, V) -H • • • 


Com me lV(/ig', Aq') 0 on peut certainement ndgliger les termes 
suivants. 

to 

En r^sumd, on voit que pour toutes les valeurs possibles 
de I, yj, on est amen4 k windier le signe de la difference 

^ 1 aP*($, .1)4-^ m n) + ^ ko'). 
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Cette difference doit conserver on signe constant pour I 
sufilsamment petit; or, consideree comme un trindme en P, il faut 
et il suffit pour cela que 

I** - V) < 0. 

Cette condition entraine d’ailleurs A/) >■ 0 . 


U> 

Conditions ndoessaires et sutfisantes. — La condition 

necessaire et suffisante pour qu’il y ait extremum, est done fina> 
lement que 

IX* - 3 al\{k,', k,') < 0 . 

K 

Rappelons que nous nous sommes places dans le cas ou 


et que dans ce cas on peut poser 


T2'(/i'. k!) =/;, p*{h', k'). 


P etant lineaire en A', k‘. De plus 
T/(A„', ko') = 0 et 




+ n 


<V1V 

afto' 


■>!) 


Iifl, Aq' etant les valeurs qui annulent P (identite qui determine le 
coefQcient numerique [/). 

Nous avons suppose non identiquement nul, e’est-a-dire que les 
trois derivees ne sont pas simultanement nulles. 

Si cela avail lieu, il faudrait eviderament que toutes les 

derivees troisiemes le fussent egalement. 11 faudrait alors considerer 
le polyndine homogene T^{h',k') qui devrait conserver un signe 
constant. 


Application. — Soil la fonction 

, /(®. y) = (y — 2 ^:““). 

lei les valeurs qui annulent//, Jf sont re# = 0, yo — 

On a 

/(a5o -I- A, y, 4- k} = f[h, k) = k* ~ 3k*k -t- 2h^. 
On a done 

T» = 2fc*, T 3 = - lSh*k. T 4 = 48A‘. 
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Ta est bien carr 4 parfait et s’annule pour 
On peut poser 


On a bien 
D’autre part, 


feo' = 0, = 

a = 2, P(5, T>) = 

k,') = 0. 




Enfin 


T/(/to'. k,') = 48 /io'‘. 


Formons 


= - iSh'L 


_ 30 X 4 ' = 364/i„'' — 3 X 2 X 48/»o'^ = 76/io'‘. 

ti) . . . , a 

Or cette quante est positive, il n y a done pas maximum ou 
minimum. 

Si Ton considere la surface 


; = j* — 5xy ■+■ 2t.^. 

^ le plan 2 = 0 traverse cette surface suivant les paraboles- 
y z= X®, j = 2 x®. Quelque petit que soit le rayon d’un cercle de 



centre origine, il y aura a son inWrieur des points pour lesquels r 
sera positif et des points pour lesquels 2 sera n^gatif. 

Application: distance d’un point 4 une surface. — Soient 

(1) z =/(^. y) 

r^quation d’une sur'ace, a, b, c les coordonn4es d un point A. Le- 
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carr^ de la distance deAk un point M(x, y, z) variable sur la surface 
est 

a = (as — a)2 H- (y — fc)2 (^z — c)^ 

Cherchons les positions de M correspondant i un maximum ou 
minimum de celle distance. 

Nous d^signerons par />, q les derivees partielles premieres de c, 
par r, s, t les ddrivdes secondes. 

Pour les valeurs qui peuvent correspondre k un maximum 
ou minimum, on doit avoir 

(2) 2 dx ^ — c) = 0 

(3) 2 ^ — c) = 0. 

Ces Equations jointes k (1) donneront les coordonnees x, 3 s c du 
point M. Or les Equations (2) et (3) peuvent s*ecrire 

P ^ _ ZlA. 

X — a y — b z — c 
a 

Elies expriment done que la direction de parametres x — a, 
y — b, z — c, est parallelc la direction />, q, — 1 , qui est celle de la 
(0 

nor male en M. La droite AM est done la normale en M 4 la 

surface. Le point M ne pent qu’elre le pied d’une des normales k la 
surface issues de A. 

"N 

0 , 

Voyons s’il y a reellement maximum ou minimun. II faul 
considerer les derivees secondes 


1 

2 dX^ 


1 4 - - 4 - (2 — c)r 


1 

2 ixdy 


= P7 4- 


{z — c)$ 


1 

2 Dy^ 


1 -h = (z — c)l. 


Supposons que nous prenions Tun des points M comme origine et 

comme plan des xy le plan tangent en ce point* Les Equa¬ 

tions (1), (2), (3) devraient Etre satisfaites pour 

X = y — z = 0, /) = 7 = 0* 
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Nous pouvons introduire ces hypothfeses. Nous dovous consid^rer 
la quantity 



On peut encore simplifier, car nous n’avons pas encore fix6 la po¬ 
sition des axes ox^ oy. Or si nous supposons la fonctiony(a:, y)d^ve- 
loppable par la formula de Taylor aux environs de Torigine, nous 
aurions un d^veloppement de la forme 

2 = 2 *+■ 2 say -h -H T3 H- T4 4- ••• 

T,, T|, • • * d4signant des lermes de degrd 2, 3, 4, etc... 

Nous pouvons faire tourner les axes ox, oy dans le plan de 
mani^re k prendre pour nouveaux axes les bissectrices, toujours 
r^elles, du systferae de deux droites 

rx^ -h 25a:y 4- « 0. 

r 

Le terme en xy disparaitrait. Nous pouvons done supposer 
cue cette transformation a 4t6 faile, c^est-8i-dire 5=0. 

*!•« 

Les Equations (2), (3) se r^duisent alors k 

a = 0, 6 = 0. 

Elies signifient bien que le point A est surlanormaleen M. 
Les d^riv^es secondes se reduisent a 


^ n • 

On a ici 

H = — 4(1 — cr)(l — ct). 

S, 

Le signe de H est done celui d’un ,tTin6me du second degrd 

en c dont les racines sont -1 - • Considdrons sur oz les deux points Cj, Cg 

r I 

1 4 /-V 

de cdte z, = -, 2 . = -. On a 

1 r ^ t 


H = — 4r«(c — 2 i) (c — Zf). 

Trois cas sont k disdnguer ; 

!«' Gas : >• 0. — Par example, en choisissant convenablement 

le sens oz, on peut supposer r, t positifs. Les deux points Cj, Cg 
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sont done dun mfime cote que M et sur la partie pasitive de Taxe 
des z. H est n^gatif sic est exterieup h rintervalle e’est-a-dire 
si A n'est pas compris entre Q, Cg. 

Si A est au-dessous de C^, Cg, (^) > ^ done mi¬ 

nimum. 

j 5 )^ < 0. il y a maximun. 

Si A est entre C^, Cg, H est posilif; il n'y a done iii maximum ni 
minimum. 

Si 

2® Cas :/*•/< 0. — Par exemple /' < 0, i > 0. 

Les points C^, Cj sont situ^s de part et d’autre de M; H est nega- 
tif si c est compris entre et e'est-a-dire si A est compris entre 

Gj et C 2 : d’ailleurs pour ces positions, > 0 : il y a done mi- 

nimum. 

to 

Si A est exterieup i Tintervalle Cj, Ca, il n*y a ni maximum 
ni minimum, 

3® Gas : t = 6. — Par exemple r = 0. 

Le point Cj est rejete k I’infini. On a 

Il = _ 4<(Z2 — c). 

Si c < ^2 (en supposant i> 0), c*est-a-dire si A est au-dessous 
de Cg, il y a miniraum 

Si A est au-dessus de Cg, il n*y a ni minimum ni maximum. 

Si le point A coincide avec Tun des points ou Gg il fau- 

drait consid6rer les termes dutroisifeme puisduquatrieme ordre, etc... 

p 

On voit Timportanoe que jouent dans cette th^orie les deux 

points Cl, Cg situ4s sur toule normale a la surface : ce sont les 
« centres de courbure principaux » de la surface au point M. 


III. — FONGTIONS DE TROIS VARIABLES 

Soit une fonciion J des trois variabies in, y, z. On dit qu’elle est 
minimum pour 4es vaLeurs si Ton peut trouver un 
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nombre n suflisamment petit pour que, pour toutes valeurs positives 
ou negatives de /i, A, / inf^rieures en valeur absolue k yj, on ait 

y(To + /i, Jo Zo -4- 0 —/(^ojo^o) > 0. 

On pent evidemment remplacer la condition 

PM < I 1 < TO, 1 M < 

par unc condition de la forme /i^ + 

Si la fonction admet des dcrivees partielles au point a?, y, 
CCS deriv<5es doivent s’annuler en ce point. Les valeurs qui peuvent 
correspondre a un minimum ou un maximum sont done determinees 
par les Irois Equations 



Pour voir s’il y a r^ellement maximum ou minimum, for- 
mons la dillerence 

A =i(x^ 4- /i, yo 4- A*, Zo 4- 1) — y(^oyo^o) 

^ 2 ^ ^ ' iu) B ^ ^ ■ ■ ■) 

1 / \(4 111 

24 dx ^ 2 6 24 

a 

Posons 

h = p/i', k = pk\ / = pr a vac p^ = /i^ 4- 
p pouvant etre positif ou negatif. 

Les quantites h\ k\ /' sastisferont done a h’^ + -f 1. 

Pour tons ces systemes de valeurs on a 

= 2 ('•' i + B P 

k P*('*' dx + ■ ■ •)' + 0^* • • • )* 

Si 

T',(/.'. fe', f) = (a' + fc' + /' y«. ^.) 

n’est pas nul, pour des valeurs de p suflisamment petites, la 

difference sera du signe de T'j. II faut done d’abordqueT'g conserve 

p 

un signe constant. Or T'g est une forme homogfene et du 
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- 

second degr 6 en h\ k\ On sail que si le discriminanl de la 

forme n’est pas nul, on peul la decomposer en une somme de irois 
carr^s independants au plus, multiplies par des facteurs constants 
sous la forme 

P, Q, R etant lineaires en h\ //, l\ 

Si a, |5, Y sont de meme signe, il esl certain que T 2 ' conserve 
un signe constant (celui de 7 , y) et par suite aussi A si p est suffi" 
samment petit. 

II y aura maximum si ces coefficients sont negalifs, minimum s’ils 
sont positifs. 

Si /5, 7 ne sont pas de meine signe, si par exemple a >> 0 , 

/3 > 0, 7 <; 0, T 2 sera positif pour les valeurs A', /' satislaisant 

a R = 0 ; il sera negatif pour des valeurs salisfaisant a P = 0 , Q== 0 : 
il n’y aura done ni maximum ni minimum. 


Cas douteux. — Si fun des coefficients 7 par exemple est nul, 
Pensemble peut s’annuler pour un systeme de valeurs non toutes 
nulles de /f, k\ salisfaisant aux deux Equations P = 0 , Q = 0, 

soient k^, Pour ce systeme de valeurs, la dilTerence A 

a le signe de ly pour des valeurs de p suffisamment petites. Si 

Ta^Ao', v, /o'j 0, 

en raison du facteur 0 (|ui peut changer de signe, A peut 
prendre des valeurs tant 6 t positives tantdt negatives : il n’y aura 

_ <^2 

done ni maximum ni minimum. Il est done n^cessaire que, 

pour ce systeme de valeurs, T 3 '(A^j', Ay, l^) = 0 et que 1 Y(V» V) 
soit du meme signe que a, p. 

IT 

Mais ces conditions ne sont pas encore suffisantes car 1*on 

ne peut r^pondre encore du signe de A pour des valeurs voisines 
de V, V, /o'. 

Nous pousserons f application de la formule de Taylor jusqu’aux 
termes du 5® degr 6 . On a 






• )“lA*0'.=o) +120^^*'Da:' 




T,', 
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Tg' se met sous la forme d’une somme de deux carr^s in- 

d^pendants en h\ Tg' = aP* + /3Q* s’aunulant tous deux pour 
les valeurs V) Vi ^ 6tant de miSme signe. 

11 faiit ^videmment corume nous Tavons dit que V* ~ 

et que T 4 '(Vi Vi V) meme signe que a et /3. 

Que se passe-t-il alors pour des valeurs voisines de Vi Vi 

r 

Puisque Iq) est different de z6ro, on pent certai- 

nemenl n^liger le terme en par rapport a si p est suffi- 
samment petit. 

Pour des valeurs de p suffisamment petites, la diiFi6renoe a 
done le si|pae de I’cnsemble des trois premiers termes {4 condition 
(pie cet ensemble ne soil pas nul). 

Nous poserons 

h' — h'o = I k' - /c'<, = T), f - I'o = c. 

Nous supposerons d’abord que dans T 2 (/i', k’, f) les coefficients 
des carr^s sont tous trois diffi^rents de edro. 

Puisque P et Q s’annulent pour h^, kg, ig on pent ^crire 

P = a5 4- All 4- d?, Q = 

II faut supposer que P et Q ne sont pas tous deux nuls, 
sans (juoi yj, 'C seraient proportionnels A hg, kg', Ig', on 

aurait 

h' = h^'(l -h X). k' = kg'{i 4- X), V = j;(l + X), 
ce qui est impossible, puiscju’on doit avoir simultan4ment 
Ao'» 4- /(„'* 4- /o'‘“ = 1, 4-/('^ 4-i'' = l. 

D’autre part 

T,Xh'. k'. f) = fr;, V) + T3 '{a«'. V.V) 

Le premier terme est nul. Nous designerons les autres groupes 
respectivement du premier degrfi, du deuxifeme, du troisifeme 
en > 3 , ^ pair r 2 e ^ 2 , Tj. 

Nous aliens montrer que, dans tous les cas, on pent r^duire 
k\ V) k son premier terme Tj. 
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s 

Cotnme par hypoth^se, les coefdcienls de v;*, w®, dans T 2 ' 
ne sent pas nuls, quels que soient les ordres respectifs de jj, 
I’ensemble sera certainement infiniment petit par rapport & Tg' 
en vertu du facteur p. On peut done le n^gliger et de tnfetne le' 
terme pz^. On peul done bien reduite Tj I’ensenable Tj 


5 


aTa' 




^ a//' 




Or, on peut ici faire une remarque essentielle : cette troi* 

si^me forme lin^aire s’annule pour kg, /„' puisque 

*•' S'+w S S= 

Les trais formes P, Q, Tj, ne sont done pus independanteset 
Ton peut poser identiquement 


Tl = IxV vQ, 


ju. et v d6signant certains coefficients num6riques, 

Supposons maintenant que dans Tg Tun des coefficients, celui 
de par exemple, soit nul. On a 

T, = ?) C). 

(II faut alors en effet que P et Q soient ind^pendants de h et par 
suite de ^). Si P et Q s’annulaient pour des valeurs non nulles de 
k, /, P et Q ne seraient pas independents : ly se reduirait k un seul 
carre. 

9 

P et Q ne peuvent done s’annuler simultan^ment que pour 
kQ = 0, Iq = 0 alors h^' = ±: 1. 

Posons 

Comme Tg(/io', 0, 0) == 0, il faut quo = 0. 

On a alors 

TalV + I ri, 0 = a2Y)3 -H aaC* Sb^r.K -f- 3b,^^{h,^ -f-. 5) 4- 3b, 

“+- 3cj*ir^c^ ~h 3cjih^ -4- -f- £). 
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Les lermes du premier, deuxi^me, Iroisieme degr4 en yj, ^ 
sont 

"i = 4- 3CihoK — 3(.6jT, 4- CaC) 

■Zi ■=:= -f- 6/jj/io'5fi 6c-/io'J| -t- 3cj/io'ri*, = 1V($, t), C). 

On pent ecrire 

-Cj = 4- Cj-r,®) 4- 

'^1 

Dans le terme oY^ qui figure dans A, on voit que, quels que 
soient les ordres respectifs do vj, la premiere partie de or^ sera 
negligeable devant ly (les coefficients de n'etant pas nuls 

dans Tg'). Quant a la deuxi^me partie 2/y|ri, elle est aussi certai- 
nement n(5gligeable devant en raison du facteur 

N 

Prenons enfin r 3 (S, >?, C): on peut y n^gliger les lermes du 

second degre env 7 , Cqui sont negligeables vis-a-vis de T 2 (dont les 
coefficients de ne sont pas nuls). II ne reste done que les termes 

-4- c,q = pT,. 

? 

Ces termes sont infiniment petils par rapport a On peut 
done encore dans ce cas r4duire Tg' a et les conclusions prece- 
dentes (cas general ou les coefficients de n’cHaient pas nuls) 

subsistent. 

(0 

En definitive si T/ est reductible a une somme de deux carres 
independants, le signe de la dillercnce A est donne par une expres¬ 
sion de la forme 

A' = 12(c.P2 + pQ^) ipiixP + vQ) -4- k'o. Z'o). 

Cette quantity doit avoir un signe constant quels que soient les 
ordres respectifs de yj, ^ et o. 

Consider^e comme un trindme du second degre en p, pour 
que A' conserve un signe constant, il faut que 

(.aP -h vQ)2 - 3(orP^ 4- < 0 

ou 

P2(3^T'4 — ix^) — 2;jivPQ + Q^3PT\ — v’) > 0. 

II faut d'abord que 

3al\-p«>0, 


< 1 ) 
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ensuite que 

— (3aT\ — — v») < 0. 

Ou en divisant par /ST/ qui est posilif 


( 2 ) 


3aT' v — [Ji* — ry- > 0. 


Gomme “ > 0, on voit que, quel que soil le signe de c/.{^ et T'/,. 
I’in4galit^ (2) entraine l’inegalit6 (1). 

Conditions ndcessaires et sufflsantes. — 11 faut^donc et il sufllt que 
Ton ait 




0 


(3) 

pour que A conserve un signe constant, quels que soient les ordres 
respectifs de i, 'C et o, c’est-5-dire quels que soient h, k, 1. 

En r^sum6, on decomposera 'I'g en une somme de deux. 

P et Q s’annulant pour hdl^'ol'o avoir 

T;(/to', kd. Id) - 0. 

La forme lineaire 

^ o/to a/fo a*o 

peut se metlre identiquemeut sous la forme 

Tj ^ 4- ''Q- 

La condition n^cessaire et sudisante d'un extremum est la con¬ 
dition (3). 

COROI.LAIRE. —Pliant donni’e une forme quadralirfue a Irois variables,, 
decomposable en une somme de deux carres independants seulement, 

T, = .f + PQ-, 

(on peut d’ure infinite de manitres la mettre sous cette 




forme). 
5 


Considdrons une troisiime forme lindaire dependante 
T = ,uP -4- vQ ; 
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(pour chaque forme de la decomposition de T il en resultefa une 

representation correspondante de r). 

(.0 ^ ^ 1*1 
Quelle que soil la dScomposiiion en carris^ la quantile^ 

est un invariant. 


IV. — GfiNfiRALISATION 


Nous aurons h consid^rer les quantitds da la forme 
II = aiCi“ -4- bxi^ -f- • • • -t- tJCi -f- + • • • p. 

Cherchons la condition pour qu'elle conserve un signe constant quels 
que soient aa, «* • • • 

p 

11 faut d’abord necessairement que les coefficients des 

carr^s a, i?, c, • • • et |3 soient de m^me signe. Quel que soil le signe 
• de a, b, c, on devra avoir 

a(axi ^ 4- bxi^ - 4 - • • • -f- ixj -+- mx^ -I- • • • p) > 0. 

Si I’un des coefficients ‘a est nul, il est n6cessaire que le coeffi¬ 
cient correspondent I soit dgalement nul. Alors la fonction ne d^- 
pendrait pas de xi. On pent done supposer a, 6, c • • • 0. 

8 , 

On pent considdrer H comme un trin6me du second degrd 
en x^. Pour que II conserve uu signe constant il faut et il suffit que 

P — ia(bxt^ -4- caus* -4- -- h mar* -j- nxj -4- ■ • • p) < 0 

ou 

a^hxi^ 4- CX 3 ® 4--h p — 4 a) ^ 

p 

G’est une in^galiU de meme forme que la pr^c^dente avec 
une variable de moins, p 4tant remplac6 par p — En opdrant 
successivement sur • on arrivera k Finegalit^ 


/ m* 

4a 46 



ou 




Gonsid^rons maintenant une quantity de la forme 

Il = <x{ax -h by cz • • •)* 4- ^(a'x 4- 6^ -h • • •)* ■+* Y(* * *)^ 

4^ X(aa3 4- 6y 4- cz 4- • • •) 4- ^(a'x 4- 6'y 4- • • •) 4- • • • 4- p 

le nombre de carr^s ^tant inKrieur d'une unite au nombre des va- 
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xiables a;, y, - tous les coefficients a, 7 • • • et p ^lant de m^me 

signe, Gherchons la condition pour qu’elle conserve un signe 

constant. 

S 

Elle est de la forme 


II == otP® - 4 - -4- yR* -f- • • • H- XP - 4 - (jlQ - 4 - vR 4 - • • • p. 

Pour qu’elle garde un signe constant, il faut et il suffit que 



p,d 

Mais la forme homogfene et du second degrd de n + 1 
variables, qui a pu ^tre decomposde en n carres ind 6 pendants, peut 
r^tre d’une infinite de manieres sous la forme 


et 

deviendra 


a'P'2 ^ p/Qr2 ^-j. 

XP 4 - |JlQ -f- vR 4- • • • 


VP' 4~ pt'P' -i- v'R' 4- 


w 


Pour que sous cette deuxicmie forme, Il conserve un signe 
constant, il faudrait que 


d 


Or nous avons trouvd la condition 


On a done 





0 . 







D’ou le Thdoreme : 


w 

Invariant simultand. — Si Ton a une forme quadratique 

(Je n + 1 variables, decomposable en n carrds independents, tous de 
mSme signe 

otP® 4- 4- yR^ 

et une deuxieme forme lindaire r, dependant des premieres P, Q, R 
sous la forme 


XP 4 - |JiQ 4 - vR 4 - • • •, 
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C|uel que soil le mode de decomposition, la quantity 



est un invariant. 

Soil la quantity 

11 == (j - -4- ty (z X -h ly -h (x -h y -H -h (j -f- - H- 

+ (: -f- a >+- /) -I- (ac j -f* 0- 


On a ici 



La forme du second degre pent encore s’^crire 

2{x + '^-+^^ + ty -H ^ (y -f- ^ -f- I) + 1 (2n- i)* 
= 2P'2 4-^Q'2 Ir's. 

Et la forme Iin6aire s'6crit alors 

2a; -+- 2y + 2z -(- 3l = 2P' -t- Q' -h ^R'. 

Oa a done 


a' = 2, p' = 

On retrouve bien 

>.'2 



&' ^ y “ 2 + 3 + 


i. 




Maximum ou minimum pour le cas de n variables. — Le raison- 
nement et le resultat se gen^ralisent immddiatement. 

Nous raisonnerons sur quatre variables x, y, t. 

Pour le maximum ou minimum au point y^, /q, on 

doit avoir 




(y/)o = o, (y;)o = o, (/;)o = o. (A/)o = o. 

11 faut alors considdrer Tensemble du second degrre 

o 

=(‘s - + 'h + "■'a)'’V(».. r.. <.). 

S’il pent etre decompose en quatre carr4s ind4pendants 
T', = otPa pQ* + ^R2 + 6X2, 

il est n4cessaire et suffisant que a, (i, y, ^ toient de ra4me signe. 
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Cas douteux. — Si la forme est decomposable en trois carres 
seulement 

r2=ctP^-f.pQ»-h‘YR2. 

^1 

Les equations P = 0, Q = 0, R = 0 peuvent 4tre satisfaites 
pour des valeurs /t'o', 1^^ niQ. 

P 

11 est necessaire que 

AV, lo\ mo') = 0. 

Supposons 

T 4 '(^o'’ V, O ^ 0 . 

Etudions ce qui se passe pour des valeurs voisines de Aq', /q', 
Posons 

— = l — Ao'= n, m' —mo'==0. 

‘On pourra reduire IV(/i', l\ ni') a son premier terme 


1V(W. AV. mo') = (Ao'-^^ 4- Av;^ 4- . • yo, :o. U). 

On pourra negliger les lermes suivants qui sont intiniment 
petits par rapport h T^'. 

Dans P, Q, R, il suffira de remplacer h\ k\ l\ m\ par H, yj, 0. 
Dans k\ /', m') developpe par la formule de Taylor on 

pourra negliger 

qui est infiniment petit par rapport a 

atP2 -h ,SQ2 -h yR2 

et de meme le terme suivant. 

% 

11 reste done simplement a eiudier 
y = I2(.p. + PQ+,R.) + 4? (s ^;'+* C*^:' + 

-h ?*T./(/io', AV, mo') 


Or les trois formes lin4aires P, Q, R etla forme r (2'”® parenthese 
-de A') s’annulent pour les memes valeurs Hq, Elies sont 

done d^pendantes et on peut ^5crire une identity de la forme 


T = XP -4 - [aQ -4 - vR, 

Carrus. — Gours de Calcul diff^renliel el int<5gral. 


17 
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On a done 

A' = 12(aP“ + -f- yR*) -H 4p(XP + (xQ -4- vR) -f- p‘T;. 

Cette quantity doit conserver un signe constant quels qne soient 
yj, Q et p c’est-Ji-dire m', h', /c', /', p. 

P> 

C’est une quantity de la forme 4tudiAe ci-<dessus. Pour 
qu’elle garde un signe constant il faut et il suffit que 

7 + 7 - 3Tx'(Ao', V. V. m.')] < 0. 

R 

Conclusion. — Meltons la forme 

— yV(^0' yo, zo. • • •) 

sous la forme d’une somme de «—1 carr^s (cas douteux) en .V, A', * 

Ta' = aP» -+- jxQs -4- yR* H- 

Ges carr6s P, Q, R, • s^annulent pour un systeme de valeurs 
^^0 * ^^0 ? ^0 * ***• 

On devra avoir • • •) = 0 et (V, V, • • •) ?^ 

On pourra^crire 

^ -f. . . . = XP -h fJfcQ ~h vl\ + • • • 

La condition n^cessaire et suffisante d’un extremum est que 

“[7 7 -3T;(V,-V. /o'. •••)]< 0 

V. — GfiNfiRALISATlON AU CAS DE MOINS DE (a - 1) 
CARRES INDEPENDANTS 


5 

Considdrons une quantity A de la forme 
A “ T’s -+- pT’g -t- p*P4 “+*••• 

T' 2 ,T' 3 ,T' 4 , • • • ^tant respectivement du deuxiAme, troisi^me degr6 
en h', k\ /',••• 

(Nous avons posd h — ph' ft = p/t' • • •). 
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Supposons qu’il y ait n variables et que T '2 soit decomposable en 
k carr^s p^, Pf •' pt{b <; n). 

T'2 = ap^^ -f- fJpa* +•••-(- Xp**. 

0 

Pour tout syst^rae ne satisfaisant pas a la fois k 

Pi = 0, ps = 0 • • • P/; = 0. (1) 

on a T' 2 ;z£ 0. Tous les coefficients etant de m^mesigne, A est du 
signe de T'j c’est-a-dire de a pour js suffisamment petit. 

^ Soit V) V> ^0 j • • * un sysl^me de solutions satisfaisant & la 
fois k 

(I) ,pi = 0. Pj = 0 • • * Ih = 0- 

p 

Pour ce syst^me Tj' = 0 ; il estnecessaire que Tg' = 0. Nous 

ne consid^rerons que les systfemes pour lesquels T/ ^ 0. 

Done T8 '(/i', /v', /',*••) doit 4tre nul pour tout syst^me satis¬ 
faisant k la fois aux equations I 

I 

Done Tg' doit 4tre de la forme 

T3' = PiUi -t- P2U2 -H • • ’ -H p^Uje 

UiXfg • • • U* 6tant homogenes du second degre en A', k', /',••• 
a 

’ Posons alors 

h! = Ao' -l- it k' = Aq' -t- ■»! • • • 1 = Ifl “t" ? 

etformons A(A', A',- ••/'). PuisquenoussupposonsTg'(Ao',/fo',- • 
on pent certainement n^gliger tous les termes suivant ceux du qua- 
trikme degr^. 

Si 

Pi(A', A', /',•••) devient pi(|, vj, • • • 

De m4me pg(A', A', p^{%, yj, • • • ?). 

Dans Tg'(A', A', • • • /'), il suffit de conserver le deuxieme 

terme de la forraule de Taylor, le premier T8'(Ag', Ag', l^, • • •) 6tant 
nul. Formons 



Si 

En remarquant que 

T'a = piUi -t- paU2 -4- • • • 
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On a 






a/t' 


Comme (/>i)o = 0 • • •, il reste 



Done 

’=<«■)•[« (S). "(S).+• ■ ■]+• 

= (Ul)o/Jl(?> • • • ) + (U2 )oP2(5, • • • ) * 

(0 

T s’exprime de fa^on lineaire en Pi,p 2 ,' • •, les coefficients 
etant prdcisdment Ui(V> V* V* • ‘ Oj * * *)• On pent 

done poser 

T = ypi -f- -4“ vpj -f- . . . 

0 ) 

et on a & considdrer le signe de 


A' = 12(ap,2 2 ^ ^ £p^2j _l_ p[Xp^ 4. vpa, • . •] 

Pour que A' conserve un signe constant il faut et il suffit que 


^\_H ^ -4- • • • — 3 Tr/(/io', A•o^ • • • ^0^) j < 0‘ 

Cette inegalit^ devra 6tre satisfaite pour tout syst^me de valeurs 
satisfaisant a 

Pi = 0, ps = 0, • • • pk = 0. 

On peut la rendre homogfene du quatrieme degr4 en /iq', A'q', • • •, V 
puisque -j- ... = 1. 


(I 

Cons^Qiuence. — Si une forme quadratique a n variables est 

decomposable en n — k carr^s sous la forme 


PP 2 * H-H 

et si une forme lineaire des n variables depend de Pa* * * * sous 
la forme 

z = Xpi 4- pp 2 ■4“ • • • 

. UL^ 

quel que soil le mode de decomposition, la quantity — 4- ^ 4- • • • 
est invariante. 

Nous en avons termini avec les d^veloppemerits sur les cas 
douteux. 
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Remarque sur le choix des variables. — Si une fonclion J{x, y) de 
deux variables passe par un minimum pour les valeurs Xq, Yq, les con- 

<T 

ditions n^cessaires sent {/i)o = 0{//)o= 0. La premiere re- 

vient a dire que la fonction /(.r, y^), oii on suppose la variable y, fixe 
et ou Ton fait varier seulement x, est maximum pour la valeur j 
Si Ton faisait un changement de variables 

a = X(ar, j), v — y) 

et si aux valeurs Xq, Jo correspondent les valeurs «q, Vq on devrait 

avoir (F'm)^ = 0 {V'v)o == 0. La premiere revient i supposer par 

exemple que Tune des variables v conserve une valeur conslante el 
que u seul varie, ou enfiii cela revient a se donner arbilrairement 
une relation u(ac, y) == conslante et a faire varier £C, j en s’assujet- 
tissant k cette condition. 

Cette seule remarque permet parfois de simplifier consid(5ra- • 
blement la resolution des problemes. 

Exemple : snpposoas qu\in Irianqle varie de nianikre que scs irois 
sommels dicriveni Irois courbes donnees^ distincles ou non, Cherchons 
les positions pour Icsqaelles I'aire du triangle sera maximum on minimum. 

Cette aire depend de trois variables, les positions des trois 
sommets sur la courbe correspondante. 

D’apres la remarque ci-dessus, on peut laisser deux t^le- 

ments fixes, e’est-^-dire deux sommets B, C, le Iroisidme A d6- 
crivant la troisi&me courbe. Mais dans ces conditions, la base du 
triangle etant fixe, le triangle sera maximum ou minimum en meme 

temps que la distance do A a BG. 

10 

Ces maximums ou minimums correspondront visiblement 
aux positions pour lesquelles la tangente en A a la courbe sera 
parallele a BC. 

Ainsi pour les positions correspondant au maximum ou minimum, 
la tangente en chaque sommet a la courbe correspondante doit etre 
parallele au cui^ oppose. 

En particulier si les trois courbes donn^es se reduisent 5 une 
8 

mSme ellipse, il faut et il suffit que la tangente en chaque 

sommet soit parallele au c6t6 oppose. Or Tellipse pouvant ^tre 
consid^rde comme la projection d’un cercle, cette propridte doit 

subsister pour le cercle et pour le triangle projet6 : le triangle 
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correapondant du cercle est done rm triangle equilateral, mais 
inversement pent etre un triangle equilateral quelconque. II y a 
done une infinite de positions eorrespondant a des maximunas du 
triangle inscrit dans Tellipse. Pour toutes, ces positions, Taire du 

triangle est la meme — -f— • 


VI. 


FONGTIONS IMPLIGITES 


Cas d’une variable. — La fonction y{x) pent etre donnee par une 
Equation non resolue 

(1) f{X, J-) = 0. 

a 

Les valeurs qui rendent maximum ou minimum la fonction 
doivent salisfaire a I’^quation ~ = 0. Or en d4rivant (1), on a 
^ = 0. En ecartant les cas ou Tune des dMvees partielles 

serait infinie ou ind4termin4e, on doit done avoir certaine- 

ment 

( 3 ) 




= 0 . 


Les Equations (1) (3) donnent les valeurs de x, y pour lesquelles 
il peut y avoir maximum ou minimum, 11 y aura maximum si 

Or,, on a 

^ ^ dxdy dx^ K^y^ \dxl dy dx^ 

Si Ton tient compte de (3) cette equation se reduit a 

( 4 ') 

II y aura done maximum si 


dy dx*~^' 


^ J-l.] >0 


^y. 

ax* 


0. 


II y aura doute si 
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Maximum et minimum relatii. — On pent chercher a determiner le 
maximum ou le minimum d’une function de plusieurs variables, 
lorsque ces variables ne sonl plus independantes, raais sont liees 
entre elles par des equations. 

Gonsiderons par exemple la fonction u = f(x,y,Zy t)y des quatre 
variables 05, y, Zy ty liees entre elles par deux equations 

(2) cp [xy y, z, «) = 0, (a*, y, z, 0 = 0. 


cp (x, y, z, 0 = y> 2 , 0 

Ces equations (2) permettent, 
determinants issus du tableau 


k la condition que Tun des 


^>cp 


^9 

c>9 

}^x 

•V 

i)Z 

M 


at)/ 


a-j; 




at 


soit different de zero, de considerer deux des variables, z et t par 

exemple, comme fonctions des deux autres (ensupposant ; 2 i 0). 
Si Ton faisait cette substitution dans w, u deviendrait une fonction 

P 

des aeules variables x, y, et il suffirait d’ecrire qu’au point 

oil il y a extremum 

dx~^‘ dy—'^ 

OU, ce qui revient au meme Ju = 0, c’est-ii-dire 

(3) 4- -dz = 0. 

^ ^ dy dt 

9 

Mais dz et dt iie sont pas independanfces. Elles sont li^es ft 

dx et dy par les relations que I'on obtient en differentiant (2) 


(4) ^dx 

' ' hx 




dy 4- ^ 4- dz dt : 

ay •' az at 




0 , 


"I'd 

a® 


dx 


t^ = o- 


Il faudrait avoir la diff^rentielle da en fonction de (Lo^ dy 
seulement, ce qui reviendrait a eliminer dz, dt entre (3) et (4) et 
annulet ensuite les coefficients de dx, dy. 


MdthOde des multiplicateurs. — Or, multiplions les Equations (4)par 
des facteurs inddtermin6s X, p. et ajcutons-les h (3). Nous obtiendrons 
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Si nous d^terminons les fonctions / et y. par les relations 


( 6 ) 


alors 


+ X + fx = 

J)Z i>c 


0, »/ + ),5| + )4j = o 

' ^^y dl M 


relitninaliondef/c, (// seraittoulefaite. On devrait done avoir 


( 7 ) 


>'/ + X-H ^ = 0. 

i)x tvr ‘ iix 




‘^ = 0. 




(0 

En d’aulres lermcs on voit qu’il doit existerdes facleurs tx 
satisfaisant aux quatre Equations (6), (7). 

Ces quatre equations jointes aux equations (2), donneront les 
valeurs des quatre variables ac, y, r, t correspondant au minimum, 
et des deux fonctions auxiliaires X, y.. 

Considerons la fonction F = /* + X(p 4- 

En vertudes Equations (2), les deriviSes partielles de F par rapport 

p 

k Xf ?/, r, / ont les mfimes formes, que X et tx soient des 

variables ou des constantes. Les equations (6) et (7) expriment que 
Ton a 


aF 

dX 


= 0 , 


aF 


0, 



c>F 

dt 


= 0. 


to 

En resume, on voit qu’il faudra considerer la fonction auxi- 
liaire F = / -{- Xy + la trailer comme une fonction de quatre 
variables ind^pendantes cr, y, z, /, et X et y. comme des constantes, 
et chercher le maximum ou minimum de F. 

? 

On remarque que cette ni6tliode ne fait plus de distinction 

entre les variables que Ton considfere comme inddpendantes et les 
autres. 


Maximum relatif dans le cas des fonctions implicites de plnsieurs 
variables. — Enfin il n’est pas necessaire de supposer que la fonction 
u dont on cherche le maximum ou le minimum soit donn^e par 
une equation r4solue par rapport a u. 

Nous prendrons tout de suite le cas g6n^ral oil Ton a h variables 
ind^pendanteSjOCi.aSg, ...jSCj.eti fonctionsde ces variables Ug, 
d^finies par les Equations implicites 

fi(xi, Xi, .Tj, II,, U2, • • • u,) == 0, Xi, • • • n. «i, «2. • • • «<) = 0 

. /.(x,, xj, •. • a;*, Ua, • •. a<) = 0. 
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II ne reste plus au total que A- variables independantes, mais 

. . 

on pourrait dire par exemple que /q est fonction de A + f — I 
variables liees entre dies par i — i relalions. 

Gherchons en particulier les systemes des valeurs des j: pour les- 
quelles Tune des fonctions iq par exemple est maximum ou mini¬ 
mum. 

Si Ton avail l!expressioii explicite de il sui- 

firait d’ecrire 

tV/’i liXy «vr/, 

Mais on pent avoir les valeurs sans avoir au pr^alable 

obtenu Texpression de 11 suffit de deriver les equations (1) par 
rapport a ./q, Xg, • • • Xk. 

En derivant toutes les equations par rapport t'l aq et laisant 
immediatement = 0, on obliendra 

'*./* -j- '*"2 '*“» _i_= 0. 

iVii dXfi <)(q <vr,, t>Xf, 


a, 0i 


En eliminant les d^riv^es 


‘ Q 

/t» . f( 


i^XJ^ i)Xu 

(2) (/t-i.2, 


, on obtiendra 
h). 


En consid^rant les k equations semblables relatives a Xg, • • • xa, 


pi 


on oblient A Equations qui,jointcs aux i equations (l),donnent 
les valeurs des A variables x et des i fonctions u corresppndant au 
maximum ou minimum de iq. 

Comme dans le cas d'une variable independante^ Tequation (2) 
a 

exprime qu'il existe une nieme relation lin^airc entpe les de¬ 
ments d*une colonne e’est-a-dire qu'il exisle des fonctions Xj, Xg, • • • U 
qui satisfont aux equations 


hUi i>H2 


i)Uj iuis 


J.,5t=0 

0«2 

i,“A = 

i)Ui 


X, 


OvT/, 




0 
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Mais les rapports dcs X sont bieii dtHermines par les (/— 1) 

premieres Equations de ce groupe. Pour ces rapports, on voit que la 
derniere equation du groupe doit etre aussi satisfaite quelle que soit 

la variable xh considerce. 
d 

On en deduit quit existe des mcmes fonctions Xg, • • • Xi 
qui satisl’ont a tonics les /. + — 0 equations 


II 


1 

- ‘'A 

• • 4 - A, •'--r 

0. 

■ <>/l 
Af/ •+ 


V <>r, 





~ou. 


, it 

f- A^ - 4 - • 

. . 4- A, •' ' = 

0, 

. ofi 
A,-'- 4- 

' '*fi 1 

A*» —4 • • • 


o-n 

'oxf^ 


OUi 

“ OUt 


a a 2 


■ = 0 . 

dU, 


Ces ecjuations jointcs aux i equations (1) donneront (k + 2? — 1) 
equations qui dcHenninent x\, Xg, • • • xit, n 2 » • • • el les (i — 1) 
rapports dcs fonctions : Xg : • • • : X<. 

Considerons encore la foiiction 


F = -H X2/2 -h • • • -h A,/,, 

Pour le systeme des valeurs des variables independantes et des 
fonctions qui satisfont a (1), les valeurs des derivees particlles de F 

soit par rapport a x, soit par rapport a u ont les memes 
Formes que les X, soient des fonctions ou des constantes. On a 

ox ox ox 


Les equations II s’ecrivent done 

0 , 


oF 

AT, 


•^1 = 0. 
€>a".. 


db' 

c)») 


= 0, 


dXu 

bF 

1>U, 


- = 0. 

= 0 . 


= 0 , 


Ainsi il suffira de considerer la fonction auxiliaire 


F ^ X|/i -4- A 2/2 

d y considerer les X comme des constantes, d annuler toutes les 
derivees partielles par rapport a toutes les variables independantes a?, 
et toutes les fonctions w, sauf cclle qui doit passer par un maximum 


•ou un mimmum. 
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ll restera k voir, en Iraduisant les resultats obtenus pour une fonc- 
tion explicite, si ces valours corrcspomleni roelleinent a un maxi- 
mum ou un minimum* 

Ge proc^de permet d’obtenir, de fayon symetriquc, les equations 
complementaires a ajouter au systeme (1). 


Application. — Un point mobile va (Tan point A situi dans un prc^ 
mier milieu a d un point B silu^ dans wi deuxicme milieu ,'5. Les deux 
milieux sont sc^pai'es par une surface S. Dans le milieu y. le point se 
meat en liytie droite avec une vitesse v. Dans le milieu fj le point se meat 
en liijne droite avec une vitesse r'. On demande en (jael point le mobile 
doif traverser la surface de separatioHy pour (jae la dartre du trajet soil 
maximum on minimum. 

<5 

Prenons trois axes rectangulaires. Soit y, z) = 0 I’^qua- 
tion de la surface dc separation. Ddsi^nons j)ar Zi les coor- 

donnees de A, par . 1 * 2 , y 2 » -2 celles de B, par ./*, y, j cclles du point 
de passage M. 

La dur^e totale du trajet sera 

-4 (j — y,)- -f- iz —yi)“ 

V 

-H ()' -- YiY -jY 

V' ■ ■ • 

On doit chercher le maximum ou minimum de la fonction u des 
trois variables x, y, z qui sont liees par hi relation /(x, j, z) = 0. 

a 

Nous appliqucrons la methode des multiplicateurs et consi- 
d^rerons la fonction F = a + //. 

On doit avoir 



^ _ X - Ti ^ X - Xo _ 

“VC*—4-0——-•)" wV(a:—“•a)-' (/ —r2)'-+-0— 


4 ., 


■ x-/=o 




ou 


^ , X X2 N ^ 

V . Afii r' -"BM c>a; " ''' 


De m4me 
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Or les trois Equations peuvenl ^tre consid^r^es comme 

1 1 

trois Equations lineaires et homogfenes en „taiv1’ 
d 

On en d6duit done 

x — cc^, 2 — Zi 

ap — ^2, y ~yi^ - — -i 

dx * hy dz 

(j 

Cette relation signifie qu’il existe un plan 

A(X — x)^ B(Y y) ~\- C(Z ~ c) = 0 

qui passe par le point Ji/i, par le point point y, r 

et (|ui est parallele a la direction e’est-a-dire o la normale 

en M a la surface de separation. 

0) 

Le plan AMB contient done la normale en M. Autrement 
dit, en cinpruntant un langage de physique, le rayon incident, le 
rayon refracts et la normale au point d’incidence doivent 4tre dans 
un meme plan. 

V, a, 0, 

Nous pouvons supposer que nous prenions Tun des points 
M satisfaisant h la question comme origine des coordonn6es, la iior- 
male en ce point comme axe des le plan des xz passant en outre 
par A. 

Dans les equations (I) il faudra done supposer 

X = y = z — 0, z=z = Oy = 0. 

dxdy '^ 

(T 

Elies se r^duisent alors h 

“ r . AM {i"TBM ~ 



Les deux premieres sent ind^pendautes de X : elles donnent 

des relations entre les ^Idments de la solution. La seconde inontre 
bien que le point B doit ^Ire 6galement dans le plan AMN. 




MAXIMUM ET MINIMUM 


269 


Figurons dans le plan AMNB la trajectoire du mobile. En d^si- 

9 

gnant par I'l, ig les angles AMN, BMN, la premiere relation 

exige d’abord que B et A soient de part et d’autre de la normale. 
On a 


. . Aa a?i 
sin ‘1 ——SM’ 


. . B6 — Xi 

■" BM "BM ’ 


La premiere des relations s’dcrit done 

sin _sin 

V v' 

En rdsum6 pour les positions M qui peuvent correspondre au 
maximum ou minimum. 

R 

1® le rayon incident, le rayon r^fract6 et la normale au point 
dlncidence sont dans un menie plan; 

2^ les sinus des angles de ces rayons avec la normale satisfont k 
la relation 

sin (*1 sin (2 

V y' ’ 

Remarque. — Sans prendre les axes particuliers que nous avons 
adoptes, il serait tres facile de deduire cette dernifere relation des 
Equations generates (1). 11 sutlit de remarquer que Ton peut prendre 
eomme paramelres directeurs de ces trois directions 


X —• Xi 

® “ iJTSM" ’ 

" I- AM ’ 

_ Z ■— 

^ ?.)• AM 

a' = X — Xi 

»7. BM’ 

” V' . BM’ 

II 

^0 

1! 

Jl 

11 

dX 

^y 



et de remarquer que ces parametres satisfont aux condi¬ 
tions 

a -h -i- = 0. b -h b' -h U' = Of c -h -h c” = 0. 

d 

On en deduit 

6'/ ——c''6' 

et les deux autres par permutation circulaire. 
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En d^signant par les angles AMN, MNB, il enr^sulte^ 
(a2 -4-62-4- c^)sin2 = (a'* -4- 6^ 4- c^'^)iAn^ h. 

Or, d'autre part 

v2(a2 4- 62 4- c2) = ^ ^ = 1. 


Done on a bien 


sitt* ig 


M^thode de Fermat, — Avant Tinvention du calcul diff^rentiel, 
•Fermat employait pour la rechercke des maximum^ou minimuni nne 
m 6 thode bas4e sur les re marques ci-apres : 

Prenons par e?:emple une fonction d’une variable J{x) et sup- 
posons qn’elle passe par un maximum pour la valeur x. 

On doit pouvoir determiner un intervalle y) suffisamment petit, 
tel que si | A 'j <C vj, on ait 

/(aJo 4-A) —/(aoXO. 

Designons par c? la difference /(cCq) — /(^o + ionction 

dtant ‘supposee continue pour a?Q, on peut trouver entre Xq — vj <et x^, 
une valeur ^ suffisamment voisine de Xq pour que Ton nit 

/(^*)-/(«)< 5 

c'est-&-dire 

M) -/(£) < f(^o) 4- h). 

On aura done 

f(xo 4- h) </(0 <J{x,). 

a, d 

Puisque la fonction est continue, f{^) 6 tant compris entre 

/(ojq) et /(a?Q 4 - h)y il existe une valeur comprise entre Xq et 

Xq 4 - h pour laquelle /(^') = 

0 ) 

Ainsi, si le maximum a lieu pour la valeur oCq, on doit 
pouvoir trouver, de part et d’autre de Xq^ des couples de valeurs § 
et telles que Ton ait constamment f{^') = /(?)• 

Si done, on peut d 6 terminer ce que devient cedte 6 galiit 6 lorsque 
^ et I' tendent vers une limite commune Xq soil 9 ( 0 ?) «= 0 , cette 
6 galit 6 limite ne pourra 6 tre safisfaile que pour une valeur Xq cor¬ 
respondent it un maxinamin (rn kmn xomiamm. 
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SKemabque. — Cette m^thode suppose siinplement la fonction 
continue sans supposer qu’eUe admette une d^riv^e. Si elle admet 

r 

ttne d^xiv^, I'dgulit^ limite 

/(5') = A?) 0“ !•««• == 0 

indiqoeque /'(?) = '0. 

Applications. — Supposons qa’une droiie se meuve dans le plan des 
xy suivant une toi ddterminde, par exemple en reslant tangente d, une 
courhe donnie. Elle rencontre deux droites fixes du plan OX, OY en AB. 
On demande pour quelle position de la droite, I'aire du triangle OAB 
sera maximum ou minimum. 

8 ^ 

Soit AB la position correspondante de la droite. Nous devons 
prendre de part et d’autre de cette position deux positions A^Bi, A2B2 
et 4crire que 

surf. OAjBi = surf. OAoB.. 



■Fig. 6. 


Soit M le point de rencontre des deux droites. On en d^duira 


surf. MAfA: = surf. MB1B9, 


c'est- 4 -dire 


MAi X MA^ sin AiMA: = MB] X MBj sin BiMB^. 


En divisant par le facteur sin A^MAj = sin BjMBj, il vient 
MA4 X MA2 = MB, X MB,. 


Or, lorsque AiB,, AgB, viennent se confondre et se confondre avec 
la position correspondant aiu maximum AB, le point M devient a la 
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limite le point de contact P de la droite AB avec son enveloppe. 
A la limite on a done T^galit^ PA* = PB*. 

Ainsi la droite doit toucher son enveloppe en un point P qui 
soit le milieu du segment AB. 

Pour voir s’il y a r^ellement maximum ou minimum, il faudrait 
connaitre la forme de I'enveloppe au point P et en particulier le 
sens de sa concavity. 

p 

Le raison nement fait ne suppose pas que la droite mobue 

s’appuiesur deux droites OX, OY. Elle pourrait s’appuyer sur deux 

courbes quelconques. Les secteurs curvilignes MA^Aj, MBiBj 

inliniment petits peuvent etre remplaces par les triangles MA^Aj 
MB1B2 qui en sont les parties principales. L’aire variable sera 
maximum ou minimum lorsque la droite AB touchcra son enveloppe 
■en un point P qui soit le milieu de AB. 



Cherchons dans les mimes conditions le maximum ou minimum de la 
longueur AB. 

8 

Prenons de part et d’autre de la position correspondante 
deux positions AjMB^, AgMBj. On devra avoir 

( 1 ) A,M-f-MBi = AtM-i-MB2 e’est-i-dire MAi — MA2 = MBj,—MBj. 
a 

Or, dans le triangle MA1A2, on a 
MAj _ MA, 

sin At sin {A( -+■ M)’ 

MB t _ MBt 

sin Bi sin (Bi 4- M)’ 


De m^me 
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Subslituons MA2, MBjdans I’^galite ( 1 ), elle devient 

MB 

____ I 01 rk f A . —L_ JVI I n f\ . I —— — - 

sin(Ai H- M) 


[sin (Ai + M) — sin A,] = [»•« B. — sin (B, + M)]. 


Sin (Bi 4 “ M) ‘ 


. IM 


Ou en divisant par 2 sin 2 > il vient 


MAi cos MBi cos -f- 

" sin (Ai -f^S) sin (Bi 4- M) 



Faisons tendre ^21^2 siniultanement vers AB. 

A la limite, M = 0 ; le point M devient le point de oontact P 
de la droite avec son enveloppe. L'angle AgA^M devient 1 angle a 
de la tengentc AT avec AB ; de meme 1 angle BgB^M devient 1 angle 
^ de BM avec la tangente en B. A la limite on a done 

PA _ PB 

tg a ~ Ig S' 

Or, si nous designons par R le point de rencontre des norniales 

ar 

en AB et si nous le projetons en Pi sur AB on a 


P. 



P.B 


Le point se confond done avec P. 

Pour les positions qui peuvent correspondre h un maximum 
ou h un minimum, le point P doit seconfondre avec la projection du 
centre instantan^ de rotation R, sur AB. 

Carrus. — Cours de Calcul differenticl et integral. 18 


cour.i; DK CALCUL DIFFERENTIEL ET IxNTEGRAL 

La m6thode de Fermat peut s’appliquer aux fonctions de plusieurs 

t: 

variables, puisqu’il suflit de ne faire varier s6par^ment qu une 

^ j seule des variables. 

Traitons pas exemple le probleme 
de la durde du trajet minimum d’un 
point mobile dans deux milieux. 

a,v 

Menons sur la surface une 
courbe C et, en assujeitissant le point 
mobile a traverser la surface en un point 
; I de G, chei‘chons pour quelle position il 

\\ 1 peut y avoir maximum ou minimum. 

\\ I ^ Soit M la position correspondante. 

De part et d’autre de cette posi- 
g tion on pourra determiner des couples 

de points M^, M, pour lesquelles les 
durees de trajet seront les meraes. On aura done 

AMi AMa , M,B 



. AMi —AM2 BM,-BM, 

(Ij --== . 

a 

En joignant M^Mg et ddsignant par a, ^ les angles de 
avec MjA, M^B, on aura 


AM> _ 

sin at sin (at -h A) sin A 


M? = BMi 

sin p sin (|i 4 - B) ” sin 


11 est naturel de tirer tons les dldments de (1) en fonction de 
Telement commun M^Mg. En les substituant dans (1), on aura en 
divisant par MjMg (e’est ce facteur qui, si on ne le supprimait pas, 
ferait a la limite s’dvanouir Tegalite /(c) =» /(!'), 

sin (a -h A) — sin (X_sin ,3 — sin (,S -f- B) 

a sin A v' sin B 


cos a + 




En simplifiant 
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Si Ton passe k la limitejes points Mx» tendent simultan^- 
nient vers M, la droite deviant la tangente en M 4 la courbe. 

Les angles A, B tendent vers z4ro, les angles /3 vers les angles 
de la tangente MT avec AM et MB. 

to 

A la limite on a done 

COS oto _ COS l^o 

( 2 ) —- 

Telle est la condition qui doit Stre satisfaite, quelle que soil la 
courbe G consider^e, pour la position correspondant au maximum 
ou minimum possible. 

On aura autant d’^galit^s semblables que Ton pent tracer 

a 

de courbes sur la surface autour de M. Si, enparticulier,on 

trace une courbe dont la tangente soil perpendiculaire k AM (par 
exernple en menant le plan perpendiculaire a AM), pour cette 

courbe particuli^re, on aura ^0 = 2 ^ Tegalit^ (2) se r^duit done a 

OJ 

cos j'Sq == 0. La direction MB est done aussi perpendiculaire 

to 

a MT. II existe done une direction MT perpendiculaire h la 

normale en M et aussi a AM el MB. Ces trois directions sont done 
dans uu rneme plan. 

Si alors on prend ce plan comme plan de figure et si on 
considere la courbe G situee dans ceplan, on aura encore pour cette 

courbe la relation (1). Mais on a 

cos a = — sin 1*1 cos = sin i^, 

Gette relation se transforme done en 

sin i, _sin 1*2 

V v' 

On retrouve bien les resultats obtenus pr6c4demment. 

2® Application. T 6 tra 6 dre maximum. — Ge probl^me sera la 
generalisation du premier probieme que nous avons traite : triangle 
de surface maximum ou minimum. 
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Un plan se displace en reslant tangent a une surface donnee S ; 
dans chacune de $e$ positions, ce plan dilermine, dans un Irihdre donne, 
un Utrahlre 0, ABC. Determiner les positions pour lesquelles le colame 
de ce tetraidre sera maximum ou minimum. 

Pour ramener le probleme k ne dependre que d’uneseule variable, 

a 

nous assujettirons le plan a une condition suppleinentaire en 

laissant lixe le sommet G par exemple. Dans ces conditions, 

le plan reste tangent au cAne circonscrit k la surface de sommet C ; 
la trace AB de ce plan reste tangente h la trace de ce c6iie sur le 
plan XOY. Le point de contact m de AB avec son enveloppe est 
d'ailleurs la trace de la gendratricc CM passant par le point de 
contact du plan tangent. 

Or le tetraedre a, dansces conditions, une hauteur constante. 
Son volume sera done maximum ou minimum en meme temps que 

p 

la surface de base OAB* C’cstpr6cisementle premier probleme 

que nous avons traite. Le volume ne pourra Atre maximum ou 
minimum que si le point de contact m est le milieu de AB. La droite 
CM est alors unemiidiane du triangle ABC. 

Le meme raisonnement peut Atre fait en assujetlissant le plan a 
passer par le point fixe A ou B. 

(ij 

Pour les positions de maximum ou minimum du volume, le 
point M doit done 4tre le point de concours des m^diancs du 
triangle ABC. 
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SOMMAIRB. 

Dt^finilion : les sommes s et S — Proprieles : Tlieor6mcs do la moycnne. — I)(5riv6e 
d*une int(^gralo. — Somme d’infinimenl petits. 

InU^ijrale Mojinie. — Procedcs gcneraux d*iiit4gration. — Int(^gralion par parlies. — 
Cliangement do variable. 

DijJih'cnlicUcs bindmes : Applications. 

Integration des fractions rationnnelles : M4lhode de Ilcnnito. — De Lagrange. 
Integration dcs dijjerentielles algebriqacs : Genre d’uno courbe, —Courbes unicursales. 

Inthjrales de la forme j H(a', \/(ix^ + bx -|- 0- 

IntegraUs de la forme J R(.J7. y/X) : R6duction. — Cas ou X e&l du 3 ® qu du 4*^ degriS. 

_Forme normalo de Legendre, — Relation gcinSrale entre les qualro intc^grales. — 

Forme normale de Weicrslrass. 

lategralion des fonctions transcendantes : I E(^, sin ax . • f R(x)e’”^V.r, 


E(x, log x) dx. 


I. — DEFINITION 

En malhemaiiques generales, on a d^lini Tint^rale J f{x) dx^ 

comme Taire comprise entre Eaxe des x, la courbe y = J{x) les 
abscisses a, b, Cette dtilinition a I’inconvenient de supposer connue 
la notion d’aire limit^e par un contour curviligne et de supposer que 
la fonction f{x) puisse etre representee par une courbe telle que 
nous la concevons intuitivement. Or il n*en est pas toujours ainsi. 
Darboux a montrd qu’il existe des fonctions continues qui ne sont 
ni croissantes ni d6croissantes, ni constantes dans aucun intervalle 
si petit soit-il. 11 n*est done pas possible de concevoir la courbe 
representative de la fonction. 



278 


COURS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL 


Nous donnerons de I’integrale d^finie une definition purement 
analj^tique; nous rappellerons d’abordles resultatsobtenusau debut 
du cours. 

Nous avons defini une fonction bornee superieurement ou 
inferieurement dans un intervalle, la difference des bornes M 
s’appelant ToscillaLion de la fonction. Nous avons demontre que si 
la fonction est continue, elle passe au moins une fois par toute valeur 
comprise entre m et M et attaint effectivement chacune de ces 
valeurs M pour au moins une valeur de la variable. 

Enfin nous avons demontre que si la fonction est continue, dans 

<^2 

un inlervalle borne et parfait, elle est uniformement con¬ 

tinue ; etant donnee une quantite £, on pent determiner un inter- 
valle Y) tel que, sous la seule condition j x" — x' | <C > 3 , on suit sur 
que I /(a:") —/(x') j < e, quelles que soient les valeurs os' cc" de 
I’intervalle. 

Ces rdsultats rappelos, consid4rons une fonction /(x) (continue 
ou non) dans un intervalle a, b(a ■< b). 

Partageons I’intervalle aft en n t intervalles par les points de 
division 

a, xi, Xi. • •• x„, ft, 

tous les intervalles dtant inf^rieurs h une quantity que nous pourrons 
prendre aussi petite qu’on le voudra. 

Dans chaque intervalle aCjiKt+i. d4signons par et M* les 
bornes inf^rieures et supdrieures de la fonction. Soient d’autre 
part m et M les bornes de la fonction dans tout I’intervalle aft, 
P 

On aura dvidemment 

^ ^ M. 

Les sommes s et S. — Formons les sommeS' 

* = — a) -t- mi(xa — X,) -4--1- , — a;^) 4 - ... m„(ft — x„) 

b == Mo(X| -“fl) -f- Mi(X} Xj) -f- ■ • • -4- Mj((x^4 . 1 —X*) -f- M„(ft —Xn). 

Si dans S, nous rempla^ons toutes les quantitds M* par la quantitd 

« 

M nous obtiendrons dvidemment une quantitd supdrieure 

M(xi — «) 4* M(xs — aji) -+•••• -+■ M(6 — x«) = M(ft — a). 

On a done 

S < M(ft — a). 
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De m^me 

s ^ m(6 — a), 

Je vais montrer que ccs sommes s et S lendent respeclivement vers 
des limites i el I, loajoars les mdmes^ lorsquo tons les intervalles lendent 
simullaniment vers zero d'unc manll*re qiielconf/ae. 

Remauque. — Si lu fonction f{x) esl represcnUle par une courbe, 

(j 

ct si elle est continue, on peut remarquer que les sommes 

reviennent a considerer les rectangles inscrits dans la courbe de 
base Xk + i —Xk et de hauteur nik, les rectangles circonscrils de 
hauteur M*. Les sommes considerees representent la somme des 
aires des rectangles inscrits ou circonscrils. Ccs sommes tendeilt 
vers une meme limite, Taire limitec par la courbe y = J\x). 

D6inontrons Texistence des limittes, 

Considerons en elTet d’abord une division obtenue en ddcom - 
posant h nouveau chacun des intervalles de la premiere division A 
par de nouveaux points de division (le nombrc de nouveaux points 
pouvant etre variable d'un iiitervalle k Tautre) Nous dirons que 
cette nouvelle division Ai est consecutive a la premiere A, parce 
qu*elle renferme tons les points de la premiere. 

L’intervalle xt^i — Xk sera ainsi decompose en intervalles 
partiels par les points de division 

^ k 0 ^ ^/ t 2 » * ' * (^/»0 ^ h )* 

D^signons par ruki et les bornes dc la fonction dans Tintervalle 
On aura 

• nhi ^ rn,, M/,. 

Nous pouvons former deux nouvelles sommes 5^, S^. 

L’element Mifc(a:* 4 .i — Xk) de la somme S, sera remplac * 
par les /> + 1 elements de 

4- Mja{XK2 — ^Tu) H-h — Xk^,) 

dont la somme sera inferieure a — Xk) comme oa le voit en 

rempla^ant toutes les quantiles Mk par la quantity plus grande M* 
(lous les intervalles 6taiit positifs). 

U) 

On en d^duit done que Si ^ S. 

De mSme Sj ^ s. 
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Supposons que nous fassions ainsi une suite d^terminde, infinie 

de divisions Ai, A 2 , A|.,., cons4cutives les unes aux autres. 

% 

O, 0 ^ 

Nous obliendrons des sommessuccessivesS^, Sg,... S| Idles 

que 


s > Sj > Sj ... > s, 


et des sommes 5^, ... telles que 

s < Si < s^a • • • <C 

p 

Or les premieres decroissent constamment mais restent 

toujours superieures a m(6 — a). De meme les secondes croissent 

(0 

constamment en reslantinfdrieures a M(6 — a). Les sommes Si 

d’uiie part et les sommes St d'aiitre part, correspondant a des divisions 
consf^culives^ out done bien separdment des iimites i et 1. 

Nous allons maintenant considerer des divisions absolu- 
nient ([uelconques et nous allons montrer quo si Ton considere les 
sommes et S' correspondantes, ces sommes ont encore respec- 
tivement pour limite i et I a la seule condition que tous les inter- 
valles d’une division tendent simultanement vers zero. 

Ddmontrons par exemple que les sommes S' ont jDour limite I. 
Puisque,pour des divisions consecutives, les sommes S ont pour 

r 

limite inferieure I, il existe une certaiiie division A qui donne 

pour S une somme aussirapproch(5e qu’on Ic voudra de 1 soit I + .% 

Soit n le nombre d’tdements de celte division. 

Consideroiis alors une division absolument quelconque A'. 

Tout d’abord la somme correspondante S' sera superieure ii I. 

0 

11 sulliten ciret de considerer uiielroisieme division A" formee 

au moyen des points de dixisison do A et A'. Cette division A" 

pouvant ctre cousideree comme subdivision de A, on aura certaine- 
ment 

1 < S" < S. 

D’aulre part A" pouvant 6lre consid^ree comme subdivision de A' 
on aura de meme S" ^ S'. 

11 en resulle bien que S' ^ 1. 

Nous allons maintenant montrer que si les elements de A' sont 
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suOlsarament petits, la somme S' peut ctre rendue moindre 

<Jue I + £. 

Puisque tous les elements de A' doivent tendre vers zdro, nous 
supposerons qu’ils sont tous inf^rieurs une quantile que nous 
pouvons prendre aussi petite quc nous le voirdrons. 

Dans chaque element .rt+i — .ri de A, jjrenons de part et d’autre 
des extrdmites un element o'. 

Nous formons ainsi a chaque oxtremite un iiitervalle 2c?; soit 
'j.», fj.t +1 la partie coinpl^tement intcrieure. 

I^k 

—rr-T- 

Fig. 10. 


Dans rcUemenlc?* = M/tMit+i, il cxistc des inlervalles de A^ que 
nous desigiieroiis par o/h completemenl iiiterieurs a et des 

elements fffhj i[m chevaucheiit sur Mi on Mi+i. 

p 

Puisque tous les elements de A' sont inf^rieurs a c? Ics ele¬ 

ments o)'i< remplissent au moins la region 

K 

On a Ges ekhneiits donneront cvideni- 

ment dans S une somme inferieure a et a fortiori inferieure 

a M*o\ + I Mi I X 2r). 

(II ne faut pas oublier que Mi peut etre iidgatif). 

A fortiori encore, si nous ddsignons par,If le maximum de la valour 
absolue de la fonction dans le champ, les elements totalement inte- 
rieurs h c?* donneront dans S' une somme moindre que MiC?i + 

Si nous proc^dons do meme pour tous les eldments de A' on 
voit que tous les elements totalement interieurs donneront dans S' 
une somme moindre que 

--h 2/lOclb 

e’est-a-dire moindre que 

1+2-1- 2n5ai. 

Gonsiderons maintenant les elements qui chevauchent soit 

8 i 

sur Mi soit sur Mi+i. Comme tous les ^Idments de A' sont 
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inf4rieurs 4 <?, les elements ont une amplitude au plus dgalc 4 2 (? 
ct par consequent interviendront dans S' par une quanlite au plus 
egale 4 2 '?,Db. 

En considerant tous les elements de A', ces elements w" donneront 
tlonc dans S' une somme au plus egale 4 2no\W!). 

(IJ 

Kn definitive on voit que 

S' < 1 +- 2 4- 2/i5»1l. + 2n5..1l,. 

Or si nous choisissons c? tel que 4ncl'.1b ■< ^ c'est-4-dire ■< 

on voit qu'on aura S' < 1 + £. 

On aura done 

I < S' < I + £. 

a 

Ces in^galites expriment que les sommes S' ont egalement 
pour limite I. 

On demontrerait de m^me que les sommes s' ont pour limite 

En r^sum^, gael que soil le mode de ddcomposilion, que ton considhe 
des decompositions consicuiives ou non^ a la seiile condition que les inter- 
valles tendent simuhaniment vers z6ro^ les sommes in/drieures d\iae party 
les sommes siiperieurcs d"autre part^ ont Une limite hien diterminee i el L 

Si les deux limites i et I sent les mSmes, nous dirons que la fonc- 
tion f(x) (bornde dans Tintervalle ah) est integrable dans cet inter- 
valle. 

Une lonction continue est integrable. — Nous allons montrer qu’il 

en sera certainement ainsi, en particulier, si la fonction f{x) 

esl continue pour les valeurs a ^ x ^ b. 

D’aprfes le th<Soreme rappels ci-dessus, si la fonction est continue 
dans ce chanap hovn6 et parfait, elle Test certainement uniformement 
On pent determiner un intervalle yj suffisamment petit, pour que, k 
la seule condition que I a;" — x' 1 < yj, on ait j f{x") —fix’) | < s. 

0 

Or, puisque nous devons faire tendre tous les intervalles 
vers z(5ro, nous pouvons supposer que, dans la division qui sert a 
former S et 5 , on ait c? < > 7 . On est done certain que dans chaque in¬ 
tervalle, roscillation de la fonction est moindre que e. 

La dilKrence S — s e’est-a-dire 2(Mjb — m*) (^+1 — Xk) est 
moindre que El{xk^i — a:*) c’est-Si-dire i{b — a). II en sera k fortiori 
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de m4me des sommes ulterieures et par suite des limites / et I. F.u 
difference entre ces deux quantiles fixes peut done fitre rendue 
moindre que toute quantile donnee : les deux limites sont done les 
memes. 

Plus generalement, prenons pour cliaque intervalle .a+i — xt 
une valeur ^iic comprise entre mje et Mjb et formons la somme 

4^, cr 

On aura visiblement 

5<2:<S. 

Si la fonction esl integrable, en particuUer si elle est continue, les 
sommes S et s ayant meme limite 1 quand tous les inlervalles lendent 
vers zero, 'I aura egalement une limite et cette limite sera encore I. 

D’ailleurs comme a* est comprise entre im et Mit, la fonction 

4tant continue, cette valeur [Xk est atteinte par la fonction pour une 
valeur St comprise entre Xk et Xjt+i. On peut done ecrire fik =/(?*). 
On a done le th4oreme suivant : 

Th^ori^^me. — Si la Jonction esi continue^ la somme i(x*Ar+i — Xk)f[\k) 
a une limite quand tons les inlervalles (cck+i — xu) lendent simullaniment 
vers ziro, Cette limite esl independante. 

de la fa^'on donl les inlervalles lendent vers z6ro ; 

2® de la valeur que Con prend dans cliaque intervalle Xk+i — Xk. 
G'est cette limite qu’on appelle Vinidyralc difinie de la fonction 

dans I’intervalle ah et que Ton designe par la notatioti C f{x)dj\ 

J a 

C’est, comme on le voit, ^ la limite d'une somme d un nombre 
infiniment grand d’infiniment petits. 

f 

Cas on 6 <a. — II suffit de prendre pour^i, a?„des 

nombres decroissant de a 4 6 et de renverser toutes les inegalit6s. 
Le raisonnement subsiste intdgralement, 

Oas oik la fonction est discontlnne mais reste bom6e. — Sup- 
posons que la fonction admette un nombre lini de discontinuitds dans 

I’intervalle afc, tout en restant born6e. Nous allons montrer que 

les sommes s ei S oni encore meme limite. 

Supposons par example la fonction discontinue en unseul point c, 
Montrons que la difference S — s peut etre rendue moindre que e. 
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% 

0 

Soil en effet 7 une quantity que nous pourrons prendre aussi 
petite que nous le voudrons. Pour une subdivision donate, dont 
tons les intcrvalles sonl moindres que r), considerons ceux de ces 
intervalles qui ont une par tie commune avec c — y et c + 7 . Leur 
amplitude totale sera tout aupliis 2y -f 2(?. L’oscillation de la fonc- 
iion dans chacun de ces intervalles etant moindrc que M — les 
parties des sommes de S et ^ correspondant a ces intervalles auront 
une dilTercnce moindre que 2(M — m) (7 + 


Or si nous choisissons 7 et moindres que 


—c la dilTerence 
8(M — m) 


correspondante sera moindre que ^ • 

D’ailleursles parlies de S et s correspondant aux intervalles a, 
c — '/ et c H- 7 , h peuvent avoir une dilTerence egalenicnt moindre 

que ®, a la condilion que & <Z 

Jj 


Choisissons pour 7 et c? le plus petit des noinbrc 

La dillerence totale entre S et s sera moindre que s; S ct 5 out bien 
meme limite. 

On peut generalise!' aisdment au cas oil les discontinuitds sont eii 
noinbrc lini ou meme en iiombre infini a la condition qu’elles 
piiissent etre comprises dans des intervalles dont la somme puisse 
etre reiidue aussi petite qu’on le voudra. 


II. — PllOPRllh^ES DE L’lNTEGUALE DfiFIME 
rh /"•« , 

Comparons I et J f{x)ax. Dans les sommes 

successives qui servent a les delinir, on peut prendre pour chaoune 

d’elles loujours les memes points de division, et toujours les mdmes 

valeurs de ^ dans chaque intervalle. 

•> 

0i 

1 ” L’4lement de la somme (a’j+i — est alors remplace 

dans la seconde par {xk —Les deux sommes sont done 
constamment 6 gales et de signes contraires. Leurs limites sont done 
egaleset de signes contraires. 

f fi^]dx — — 
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f{x) = A/,(a:) 4 - B/a(x) 
A, B 6 tant des constantes, on a evidemment 


3® On a 


j <*b nb nb 

f(x)dx = A I f[x)dx + B I f 2 {x)dx; 
a J a J a 

/(x)(fa = A^rjdx f{x)dx. 


Supposons en elTet d'abord b conipris entre a et c. Dans les 

sornmes successives qui d 6 finissent , on pent supposer que b 

fasse partie de toutes les divisions successives. Le resultat est alors 
evident. 

rc ra 

L’ 4 galite peut s’^crire, puisque I = — I 


j ^c ra 

= — I 

« J c 

p-H r‘=o. 

Ja Jh Jc 


Cette forme symetriquc montre alors que T^galite (1) a 

lieu quclles que soient les positions respectives de a, 6 , c. 

La generalisation se fait comme dans le cas de I’identite de 
Chasles. 

Tn^iomlMEs DE LA MOYENNE. — Nous avous dcjSi vu que les 
sornmes S et 5 sont constammcnt comprises entre m{h — a) et 

M(6 — a). Leur limite commune j' 6galement 

comprise entre ces deux (juantitds. On a 


ou encore 


m{h — a) < M (6 — a). 

J{x)dx = ix(b — a) 


[J. etaat compris entre m et M. 

Or silafonction est continue entre aet b, 


il existe au moins 
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uiie valeur | de x, comprise entre a et b, pour laquelley(x) prend 
la valeur [x. On peut done ^crire [x **- 

,■•6 

J f{x)dx = (b — a)f(S). {a<\<b) 

C est la premiere formule de la tnoyenne. 

On pent la gdndraliser. 

Si pour toute 'valeur comprise entre o et 6 on a f{x)<i(p{x), on 

aura dvidemment 

J' J(s^)dx < <p(x)dx 

(Ml supposant 6 ]> a. 

Plus g6n4ralement, supposons que la fonction b. int4grer puisse 
se mettre sous la forme f(x) X'!'(») supposons t|((x) conslamment 
positive dans I’intervalle ab, et (f{x) comprise entre m et M. 

On en ddduira 

m4'{a:) ■< <p(a;) ^{x) •< MiJ/fx). 

Done 


/'(< ,•'* rt> 

I m^{x)dx <C I ’f{x) |(x)dx <; j I\l'}'(x)dx, 
Ja J a «/« 


o'est-i-dire 


j ^b . >0 ri> 

<i/(x)dx <Z I <f(x) ']i(x)dx <; M I -Ko!)!!*. 
a %J d \Jd 

On peut done ecrixe 

j f-h ri 

cp(x) ^(x)dx = iJL I (x)dcCf 

a Jd 


u elaut compris entre m et M. D’ailleurs on peut poser aussi 
•X == 'f(S), ^ 4tant compris entre a et 6. Done 




^[x)dx 


(si 'i(.e) garde un signe constant dans I’intervalle ab). 

2® Tiii^ouitME DE LA MOYENNE. — D6montrons d'abord le lemme 
suivant du h Abel. 



irST^GRALES DEFINIES 


287 


Lemme d’Abel. — Soient Vi, une suite de quanlilis quel- 

■conqaes, Sj, Eg, ... 6„ des rnultipUcateurs ioas positifs el Jonnanl une 
suite slalionnaire ou d^croissante: nous aUons dimontrer qu'on pent 
icrire 

S sss fijVt ‘ — tlH. 

II Haul inlermediaire entre la plus grande et la plus petite des sommes 
Si = Sj = Vi -(- U2 ••• S„ •= Ui -t- Wa Vtj. 

On a en effet u* == S» — S*_x ; en introduisant les sommes 

Si, Sj, ... Sn, on pent 6crire identiquement 

£ — EiSi + £5(82 —— Si) ... -t- e„(S„ Sn_,) 

— (ei — 62)81 -+- (ea — 63)^2 -+••••-♦- 6»S„. 

Par hypothese, tons les coefficients de Sj, Sj, ... S, soht nuls ou 
positifs. En d^signant par .•? et S les deux sommes extremes on a 

s < S, < S. 

Si on multiplie chacune de ces in4galitcs par le coefficient 
correspondent et si on les ajoute, on aura done apr^s reductions 

61 S < £ < 61 S 

On pent done bien ecrire 

£ = 6iH, 

H etant intermediaire entre les deux sommes extremes, 
ce qui d4montre le th4or^!me. 

Ce lemme 4tant d(5montre, prenons encore une intdgrale inise 
sous la forme 



et supposons que dans I’intervalle, f{a:) conserve un signe constant e( 
varie toujours dans le meme sens par exemple en d^croissant. 

Consid^rons, pour une subdivision donn^e de I’intervalle ab, la 
somme 

£/i5v) (x,+, — X,) = S(?(U) 'KW (n+i — ^k) = t(«) '!'(«) - a) ^- 

Prenons pour quantitds e* les facteurs et pour quantites les 
facteurs — x^). 
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a, Oj 

En appliquant le lemme d'Abel, on pent 6crire 
S = <p(a) X IJ-, 

rx <^tant une quantile intermddiaire entre la plus petite et la plus 
grande des quantiles 

S, t= (x^ — a) 

S. == — a) 4- (x> ~ Xi) . 


== — a) '}(«) -H (.r. — 4--h (o*/^ — 

S„ == {Xi — a) 4- (x, — x^) 'X?,) 4-I- (6 — a*„) X^n). 


X ^k 

6{x)fh\ 

X xk 

^b{x)(lx. 


Nous aliens remplacer les sommes Si- par les integrales F(r*), 
Etant donne un nombre posilif e aussi petit qu'on le voudra, on 
pourra, la fonction /(.r) (5tant continue, supposer les intervalles 
sullisamment petits pour que Toscillation de la fonction dans chaque 

intervalle soil nioindre que i ^ • 


Pour celte division de rintervalle, on aura 


I S,. — F(xt) I < ^ - (n — a). 

a fortiori 

1 Sf, — F(n) 1 < 

Done [A sera compris entre la plus grande et la plus petite des 
quantiles 

F(ti) — £. P(^2) — s ... F(b) — £, 

F(j:i) - h £, F(a:-s) 4- e • • • F(6) 4- £. 

Si, pour toute valeur dex de Fintervalle ab, F(a;) est compris 
entre deux limites m et M, sera compris entre m — £ et M + s; 
£ pouvant etre choisi aussi petit qu’on le veut a mesure que I’inter- 
valle 5 lend vers 0, u sera compris entre m et M. On peut done 
ecrire 

<p(j:) <|-(ac)(ia: = inp(a). 
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D’ailleursrintd^aleF(ic)= J i]>(x)rfa; 4 tant^videminentetcomine 

nous allons le voir une fonction continue de ac, et [i 6tant compris 

«ntre les deux homes de la fonction dans rintervalle ab, celle-ci 
atteint la valeur [jl pour au moins une valeur | de a. Oh pent done 
^crire 

la 


•et par suite 


*{x)^(x)dx= 


^{x)dx. 


Cette formule est due & (). Bonnet. 


On peut faire disparaitre la restriction que f{x) garde un signe 
constant dans rintervalle. 

Supposons (p[x) d6croissant constamment et devenant negative 
apres s’^tre annul6e dans I’intervalle, sa valeur minima etant 


Posons 


0(ir) = ^{x) — 9(6). 


La fonction 6{x) sera constamment d^croissante et positive 
puisque sa valeur minimum, pour a? *=• 6, sera z^ro. On peut appli- 

quer a rint^grale J 0{x) f\f(x)dx la formule de 0. Bonnet et ecrire 

rb n 

I B(x)^(x)dx = ^i^)J 


c’est-Ji-dire 


M^) — = [?(") ““ ^(x)dx. 


Par suite 


r o(x) ip(x)dx = 9(a) f ^ (x)dx -+- 9(6) r ^ {x)dx 
Ja * Ja 

pour une valeur ^ interm6diaire enlre a et 6. 

Cette formule qui constitue le deuxi^me th^orfeme de la moyenn 
est due k Weierstrass. 

Carrus. — Cours de Calcul difT6pentiel et integral. 19 
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Dteiv6e d’lme int^grale. — Donaons-nous une fonction J[x) 
intfisrable dans un intervalle ab ; X d^signantune valeur quelconque 

de I’intervalle, nous pouvons d4finirJ f{x)dx. Cette int^grale 

depend de la valeur choisie pour X : c’est done une fonction F<X). 

Voyons si cette fonction admet une d4riv4e. II faut 

. . ... , F(X-f-AX)-F(X) 

donner 4 X un accroissement AX, et voir si le rapport ^- 

admet une limite finie et bien d4termin4e quand AX tend vers z4ro-. 
Or X + AX 4tant suppose compris dans I'intervalle ab, on a 

^X+^X px rX + \X 

AF=F(X 4 -AX)—F(X)= /{x)dx—J^ J(x)dx= f(x)dx. 

Si 

D’aprfes le thdorfeme de la moyenne, la dernifere inWgrale est 
egale in AXy(§), ^ 4tant compris entre X et X + AX. On a done 

A la seule condition que /{x) soit born4e, quelle que aoit la 
limite de y(§), AF tend certainement vers z4ro avec AX. La fonction 
F(X) est done certainement continue m4me si/(ar) admet des discon- 

? 

tinuit4s dans I'intervalle ab, Mais de plus, si la fonction 

est continue au point X, lorsque AX tendra vers z4ro, /(^) aura pour 
limite /(X). 

La fonction F(X) = I J{x)dx, considirie comme fonction de 

.sa limite supSrieure, est une fonction coiitinue de X et admet une 
dirivie /^X). 

On pent done 4tre sftr que si f\x) est continue pour toute valeur 
de a; (elle est certainement inWgrable) il existe une fonction F(a;) qui 
admette constamment pour d4riv4e Mais inversement, il n’est 
pas d4montr6 que toute lonction /(») m4me int4grable, admette une 

It 

fonction dont elle soit la d4riv4e. Cette derniAre n’existera que 
l)our tout intervalle ou f{x) sera continue. 

Dc m6me si Ton consid4rait l’int4grale F(X} = J(x)dx comme 

TV 

fonction de sa limite inferieure X (comprise entre a et 6), elle 
d F 

a Jmet une d4riv4e ^ = —^(X). 
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‘Ce resultat se deduit immediatement du pr6c6dent, puisque 

f{x)dx. 


Primitive. — On appelle fonction primitive d’une fanctian J{x) 

d 

une fonction F(®) admettant f(k) pour d6riv6e. L’int6grale 
F(X) = r J{x)dx est done une fonction primitive de la fonction/)(X). 

Une autre fonction primitive quelconque de /(X), 0(X), n’eii 
difKrera que par Taddition d’une constante. Car la difference 
F(X) — 4^(X), ayant une derivdeconstamment nulle dans Tintervalle 
se rdduit n4cessairement k une constante. 

Si done on connait une fonction primitive quelconque 0(X) 
on est certain que 

f{x)dx = 4>(X) -t“ conit. 


r 


Si dans cette ^galit4 nous faisons X = a, I’int^grale devient nulle. 
On aura C = — $(a) ; done 


r 


J[x)dx = ♦(X) — ^(a). 


C’est la formule fondamentale du calcul des int^grales d^linies. 

U> 

Ainsi, pour calculer une intigrale dijinicy ilsufjit de connaiire 
une fonction primitive quelconque de la fonction a intigrer, 

Mais il faut remarquer que, connaitre une fonction primitive d*une 

fonction donnee, est evidemment un probleme plus general 
que calculer simplement une integrale definie; et il est bien evident, 
k priori, qu'il doit etre possible de calculer une integrale definie 
sans que Ton puisse connaitre la fonction primitive. 

Remarque. — Lorsque Ton applique la formule 

= F(6)-F(a), 

il est bien evident qu*il faut se donner une fonction primitive 
bien determinee dont on prendra la difference F(6) — 
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Exemple: arc tg (x) est une foaction primitive de ^ > nnais 

cette fonction 4tant 4 d^lermiaations multiples, il sera n^cessaire de 
specifier d'abord celle que Ton consid4re (quelle qu'ella soit 

d’ailleurs), par exemple I’arc 3 r -f ^ 4tant compris entre — | 
et alors 

+ <p)]: = <p. - 


Somme dlnfiniment petits. — Gomme nous I’avons vu, une 
inUgrale d4Qnie est la limite de la somme d’un nombre infiniment 
grand d’inOniment petits. Si Ton a partag6 I’intervalle ab en n parties 

dgales, chacun de ces iniiniment petits est ^gal 
d 

11 en r4sulte que 

nu* = (6 — a)/($») 

P 

nut tend done vers une valeur iinie et difl^rente de z4ro. Si 

.1 

Ton consid4re - comme infiniment petit principal, on peut dire que 

tous les inliniment petits sont en gdn^ral du premier ordre. 

(11 pourra d’ailleurs existerdes infiniment petits d’ordre dilKrent, 
en nombre m4me infiniment grand). 

Inversement supposons que Ton ait des infiniment petits u^et que 
I’on ait 4 calculer la limite de la somme de n infiniment petits. 
Supposons que nous puissions mettre cheque infiniment petit Uj 


sous la forme - 



On aura done 4 calculer la somme 



qui donnera, 4 la limite, I’inWgrale^ <f{x)dai 
Exemples. — loSoit 4 calculer la somme 


1 

n 

On a ici 



nu^ a pour limite I'unit^. 


2n 
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La somme a done une limite. On peutderire 

1 1 

“* = «><—T- 
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1 + 


n 


Done <p(x) = 

La limite de la somme est 




2* Soit la somme 


-f- - 7 ==^ 


8 

On pent 4crire 

1 1 


0-1 

Done la somme a une limite 

_ It ' 

JO — *’ ^ 

3" Soit encore la somme 

_n . 2/t 2 n _^ n(n — 1) 

/i* ■+■ 2’ n* -t- /c’ ’ n’ H- (n— 1)’ ’ 


Vr* — /£* 


d’ou <p(x) — — 


\Jn* —-(n — 1)*. 


1 


v/1 — X* 


On a ici 


kn* 


Si k reste iini .on voit que nu^ tend vers z6ro. Pour des valeurs 
finies de k, est done un inflniment petit du deuxidme ordre, 
mais il existe ndanmoins une infinite de valeurs de k pour lesquelles 
Uk est du premier ordre. On pent ^crire ici 


In / \ X 


Done la somme tend vers TinUgrale 

xdx 

Jo 1 +**■ 
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II, — INT^GRALE INDfiFINIE 
PROCfiDfiS GfiN^RAUX D’INTfiGRATION 


Le calcul diil^rentiel dtudie les fonctions d^riv^es d’une fonction 
donnde (de une ou plusieurs variables), dtablit des relations 
entre ces fonctions, leurs d4rivdes et les variables ind^pcndantes. 

Le probl^me inverse se pose : i^tant donndes une ou plusieurs 
relations entre des fonctions de une ou de plusieurs variables, leurs 
d^rivdes (partielles) successives et ces variables, rechercber quelles 
sont les fonctions qui satisfont k ces relations. 

On peut concevoir facilemenl que ce problfeme soit extrlmement 
compliqu4 et insoluble dans la plupart des cas, Prenons par exemple 
le probl4nie le plus simple : £tant donn4e une fonction f{x), deter¬ 
miner les fonctions F(x) qui I’admettent pour d4riv4e. 

Si la fonction f{x) est continue, nous avons vu que I’intdgrale 
/'X 

I fix)dx considdrde comme fonction de la limite supdrieure X 
J a 

satisfait k la question. Mais, k moins d’introduire des fonctions 
nouvelles, nous nepourrons, en g4n4ral, que la conserver sous 

It 

cette forme, et 4tudier ses propri4t4s sous cette forme. Cette 

fonction integrate peut jouir en effet de propri4t4s particuli4res, 
tout k fait nouvelles, dont ne jouissent pas les fonctions connues ou 
leurs combinaisons quelles qu’elles soient. 

-j ou a: est positif. 


Nous savons que la fonction intdgrale est Lx: .. elle jouit de 

propri4t4s caractdristiques et on ne pourra Texprimer que sous la 
forme d’intdgrale tant que Ton n’aura pas la notion de fonction 
exponentielle ou de son inverse. 

De mdme la fonction admettant pour ddrivde — ^ ■ ne pourra 


/ dx 

—- puisque elle se distingue 

essentiellement, par certaines de ses propridtds, de toutes celles que 
Ton peut obtenir par des combinaisons des fonctions algdbriques, 
exponentielles et circulaires. 
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On pent obtenir un tableau de correspondance aussi 6tendu qu’on 
le veut entre des fonotions et leurs primitives. 

8 

Rappelons les principales de ces formulas 


J' x^dx = 

f— = 

J ® 

/ 


-—u m 1 0 

m-h 1 ^ 


Lx 


(m = — l) 


r dx _ 

J 

( ^5 _ 

j s/a-h a 


arc sin x, 




C0Bxdx= sinx 
dx 


cos* X 
dx 


= lgx 


== arc tg X 


J- 

f 

Quelques remarques simples permetlent pairfois de faeUiter la 
determination de la fonction primitive d’unc fonction donnee. 

Si Ton peut mettre la fonction k integrer sous la forme d'un quo- 

tient =-7-7 dont le num^rateur soit la d6riv6e du ddnoininateur, 

' 1P(®) 


la fonction primitive sera Lf{x). 


Par 


exemple j'igxdx peut s’^crire— /" - da; = — L 


co>x 


1 J_ 

2 . ,x 


_p!!‘2^ = Ltg 

/ sm* x — J ^ X ^ 

'J isin^cos^ *8^5 


® • 

2 


Lea deux formules principales du calcul des ddrivies conoement 
la d6riv4e d’une somme ou la d^riv^e d’un produit. Elies conduisent, 
inversement, k des remarques sur I'intkgration. 

Decomposition en ^Idments intdgrables. — De mSme que la ddriv^e 
d'une somme est dgale k la somme des dkrivdes de chacun destermes, 
de m6me, si Ton peut decomposer la fonction en un certain nombre 
d’dl^ments intdgrables, I’int^grale de la fonction sera dgale k la 
somme des intdgrales. 


Soit par exemple ^ ^ 


r 
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La /onction 4 int^grer peut se mettre sous la forme 

i / 1 1 \ 

a* — i*"'2\a: — 1 x-f-l/* 


On aura done 


r ^ — 1 r da 1 /' 

J x*-l ~2j x—l "'Sj 


_dx 

X-i-l 


De m4me 


I [L|* - 1| - LI. + 1|J = I. 


r ^ ^ r jfe . r * _, 

j sin* X cos* X j cos* x J sin* x ® ^ ^ 8 

Nous verrons que e’est le proc^d4 appliqu4 pour I’int^gration de& 
fonctions rationnelles quelconques. 


Integration par parties. — Si a, v sont deux fonctions de x, on » 

(uu)' = ua' + va'. 


On en deduit 


^ vu'dx = nVf — J' av'dx. 


L’integration dunefonction que Tonpeutconsiderercomme 
mise sous la forme vu' est done ramenee k I’integration de la fonc¬ 
tion uu'. Cette derni4re peut Stre plus simple, en particulier si v est 
une fonction transcendante de la forme L 9 (£c) ou arc tg f(x) dout la 

ddrivde - ou ne d^pendra plus de transcendantes si f{x) est 

une fonction rationnelle. 

Exempli ; a;"Lxef£c. On peut poser du = a^dx. 


D’oii 


On aura done 


x"+* 
n-f- 1 


(si n -h 1 0). 


J n-f-1 J n-hi X n-hi (n H-1)* 
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Si n + 1 = 0 

J *^ Lxdx =J‘ LxdLx = ^ (Lx)*. 

20 * 

x"arctgxdx = —^arclgx-j X 

Cette deuxi^me, integrate d’une (onction rationnelle, peut Stre cal* 
cul4e|. 

3° Soit encore 


On peut poser 


da = -=±^d*. 
v/1 — X* 


On peut, comme nous le verrons, determiner facilement la fonc* 
tion u. On trouve 


v/1 — X* , , 
u = — I—- (x* 


-3- - (x» H- 2). 


D’ailleurs 


Done 


dL r-^ ^ ; dx. 

1 — X x(l — x) 


1 = _ 1 (a;*2) v^r^L -4- (x« + 2) v/1 - X* X d*- 

Cetle deuxieme, int^grale dune fonction ralionnellfe de x el de 
y/l — x^, (radical portant sur un trindrae du seconddegr6), peut fitre 
calcul^e, comme nous le verrons. 

4® Consid^rons encore les deux int^grales 

A = cos px dx, ® ^ 

a 

Prenons comme 6lement int6grable dans Tune et dans 
On aura 

r ■ 

A = — cospx-h I ~ XP Mnpxdx. 


I’aulre. 
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De mdme 


. C , 

B = — 8in px — I —p cos px ax. 


c’est*i*dire 

mA = e"*® cos px -h pB, mB = sin px — pA. 

P 

Ces deux Equations donneront A, B 


A ~ P B = m sin px — p c os px 

-h p* ^ -+■ P* 

LiR formule d*int6gration par parties peut ^tre g6n^ralis6e dans le 
eas oil, dans la fonction k int^grer« on peut mefctre en 6vidence une 
d^riv^e d’ordre sup4rieur d'une certaine fonction (f{x) sous la forme 





On aura successiveinent 


J /<p”c/x = — 

j'/Y-'dx = 9 "-*/' - 



En ^liminant les integrales interm^diaires, on obtient 


+ (_ !)*+« J fk+Y 




En particulier si f est un polynAme de degr^ la dernifere int6- 
grale disparait. 

Exemple : si f{x) est un pplyndme de degr^ k. 


" J JixY^dx = «"({—£ • • + (- 1 )*^) 


Changement de variable. —- Le pjoc4dd le plus important pour le 
calcul des integrales est celui du changement de variable. 

Supposons que nous prenions une nouvelle variable t li^e k x par 
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la relation x — (p(l). Si nous avions une fonction primajire F(a;) 
de /(x), rempla 9 uns-y x par ^(t). On obtiendra une fonction 

*(«)== F(?(0). 

a 

On en d^duit 

<*>'(0 = F'? X 9'(l)d‘- 

Mais par hypotb^se 

F„(«) =/(u). 

Done 

♦'(«) = AfJ X 9V)dl. 

Cette formule montre que 4>(/) a pour d^rivee e'est- 

&-dire que 

F(x) — <P(l) = J'ji?) X f'(t)dt. 

Nous sommes done amends k calculer Tint^grale 

J fitwm 

qui est obtenue en rempla^ant f{x) et dx par leur expression en 
fonction de < ; en rempla^ant ensuite dans le r^sultat t en fonction 
de X nous obtiendrons la fonction primitive cherch4e F(x). 

Cette formnle 4tant des plus importantes, nous en donnerons une 
demonstration tout k fait dilf4rente en considerant les integrates 
definies. 

Exemples, — Soit Tintegrale 


r x^dx 

J (a* — 35*^ * 


J {a^ — x^y 

a, 8 

Posons x = a sin U d'ou 

dx = a cos tdi, 

L’int4grale se transforme en 




- 008 2(^ 

"5 J 


'qui est calculable. 
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Posons «» = /, il vient 


far^, =/(j - r^,)" - ‘rii = '-r^- 


3® Soil 


J' R(5in X, cos x)Jx 


R d4signaat une fonction rationnelle de sin x, cos x. 

• 5B 

changement de variable ^ tg ^ donnera 


1 _<» 


i -+- t* 


L'int^grale se transforme en 


/ n/ 2t 1 — 2dl 

"Im*’ 1 •+•(«/r+T*' 


c’est-ii'dire en integrate d'une fonction rationnelle de t, fonction- 
que Ton sait int^grer comme nous le verrons. 

Si la fonction est impaire en cos x, c’est-ti-dire si on pent la< 
mettre sous la forme cos x R(sin x, cos* x) il suffira de faire le chan¬ 
gement de variable sin x — i. On aura alors ^ int^grer 


/*<'• 


1 — t*)dt. 


De m4me, si la fonction est impaire en sin x, on posera cos x = t. 
Enfin si la fonction est paire k la fois en sin x et cos x, c’est-k- 

a 

dire si elle ne change pas quand oti change x en x -4- tt, ont 

(era le changement de variable tg x = t. D’oii 

/ i j dl 

Mnx = -—, cos* = -===. “* = ?—rTrt’ 

v^nn* v'l 4-1* 1 ' 

p 

La fonction 4tant paire en sin x et cos x, les radicaux dis« 

paraitront; on aura en d^nonjinateor une puissance de 1 -f t* d*ordr& 

deux fois moins 4lev4 que si Ton avait pos4 tg J — t. 
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4* Soil encore 






Faisons le changement de variable 


D’oii 


I 

®^= ( ou 


® = 




<*. 


L’int^grale se transforme en 


r j. 

On est encore ramen^ & I’int^grale d'une fonction rationnelle de t. 

? 

Le proc4d4 est applicable, comme on le voit, ^ une fonc¬ 

tion rationnelle quelconque de puissances fractionnaires de 
a;, R(a5“, ... ®^). Si n ddsigne le plus petit d<inominateur commun 

de a, |3,... X, de telle sorte que 

P = |7.--- (a', p', ... ent.). 


On posera a? = <*. D’oii »* = <*'... 

On sera rainen4 k I’int^grale d’une fonction rationnelle de t, 

Tr^s souvent, I’int^grale ne depend que de et de dx*. II suflit 
alors de poser a;* = t. 

Soit par example 


/ 


zL® 

(1 -t- x«) 


idx. 


p,o 


Elle s’^crit 


1 r Lz*(/®* 

\j 


en posant x* = ton aura simplement 


1 C 

ij (mp' 


11 suifira d’int4grer par parties. 
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Formnle de rdduotion. — Lorsque la fonction k mtdgrer depend 
d’un certain indice n entier, on pent chercher une relation entre 
I'int^grale propos4e et celle qui correspond ^ une autl'e valeur 
enti^re de n. On obtient ce que Ton appelle une formule de reduction. 
Elle permettra par recurrence de reduire I’indice n. k an. valeur la 
plus simple 0 , 1 , 2 , etc. 

Exemple. — Soit 

r dr 

On pourrait int4grer par parties, mais pour obtenir le plus 

' 1 ' 

rapidement possible la formule de reduction, nous partirons de 

* 8i 

la derivde de • On a 

r ® T_1 —2{n—1)®* <2ii—3)(1 4-x») 4-2n —2 

1(1 4- ~ (I“ ^-4-®*)" 

D’oil en integrant 


== ~ 3)“—»• 

Si n — 1 yd 0 

_2n — 3 1 X 

“ 2n- 2 2n — 2 ^ (1 -f- x*)"-*' 

li) 

C'est la formule de reduction cherchee. -Le calcul de On est 
done ramene au calcul de un-i et, de proche en proche, si n est 
positif,^ celui de U 3 puis de u^. On aura 

u, = 4- J 

IT 

On ne peut aller plus loin car nous avons dfi supposer 

n — 1 ?d 0. Mais on a 

P 

En eliminant les integrales successives, on voit done que Uh 

s’exprime par une fonction rationnelle de denominateur (1 +a 5 *)"-’', 
le numerateur etant de degre inferieur au denominateur, et par 
un terme 


2 n — 3 2n — 5 
2n — 2 ^ 2 a — 4 


3 

4 


1 

2 


arc tgx = 


( 2 a — 2)1 
i)l]« 


arc tgx. 
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Ap^cations: 1. Integration des difteientielles binOmes. 

d^signe sous oe nom une expression de la forme 

x"‘(a + bx^)*dx, 

a, b 6tant deux constantes, m, n, p des nombres rationnels positifs 
ou negatifs. 

Les integrales de ces expressions seniblent done d^pendre de cinq 

» 

constantes. On peut ais^ment les r4daire k deux. Faisons le 

changement de variable 


bx” = at. 


8, 


* = (t)‘ 


On en deduit 

a ■+■ 6x" = a(l -h t), 
L’int^grale se transforme en 


/C) 


fl\» ~ 

ra>(l 


dx: 


ty 


/ 0 \" 1 . 

?) X i t* dt. 

\o/ n 


:i 1-. . 

- t" dt. 
n 


A un facteur constant pr^s, on est done ramend k dtudier les 
intdgrales 

= J <«(i 4- tydt, 


en posant 
m -f- 1, 


m 4- 1 A 

q=-- -1. 


et p sont done les deux constantes essentielles de la diiT^ren- 
tielle bindme. 

Integration* — Si p est un nombre entier positif, il sullil 

de d^velopper (1 -f- t)p par laformule du bindme. On a une suite de 
termes tous int6grables (mdme si q est absolument quelconque). 

Si p est entier n^gatit, mais si q est fractionnaire, de la forme 

a 

(g' entier), il suffit de faire le changement de variable u" 

pour dtre ramend & une fonction rationnelle de u. 

■*' 

2® Gas, — Si g est entier positif, 
de variable 1 + / = u, on aura I’inldgrale 


faisons le changement 


/ 


(u — l)«urdu 
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ubsolument analogue k la pr 6 c 6 dente et int^grable dans les milmes 
conditions (7 entier positif quel que soil p, q entier n^gatif si Jp est 
fractionnaire). 

3* Gas. — Enfin on peut encore ^crire 


a 

Faisons le changement de variable 

I ^ “ j* 1 j 

r-; = u ou t= , -, at rss -5 - r-i aa, 

1 1 1 — u’ (1 — a)* 

L'int^grale devient 



1 



u)~p-t->du. 


On est done encore ramend au premier ou au deuxieme cas 
et Ton pourra int^grer : 

Si p + ^ + 2 est entier ndgatif quel que soit g ; si p + 7 + 2 est 
entier positif avec q fractionnaire. 

Dans ce dernier cas, pour l’int4grale primitivement donnde, le 

1 

changement de variable revient k poser ax~” 4 - 6 = - • 


(i> 

En rdsumd en supposant p, q fractionuaires, on voit que Ton 
pourra intdgrer dans les trois cas suivants : 

1® p entier ; 2° q entier ; 3® p 4- g entier. 

c’est-Ji-dire, pour la diffdrentielle bin 6 me primitive, si: 

1® p entier : 2® ^ entier ; 3® p -I- ■ - entier. 

On d4montre que oe sont les seuls cas possibles d’intdgration. 

Exemples. — Soit I’int^grale (kx ^ — l)*dar. 

8 2 1 
On a ici m = 0, n = — 3 ' P ~ 2 * 

m 4 - 1 __ 3 ^ m 4 - 1 _j 

It 2 ’ ^ n 

On se trouve done dans le troisieme cas. Nous ferons le 

changement de variable. 


6 — as* 
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Si Ton ne se trouve dans aucun des Irois cas d’inWgration, on pent 
chercher ^ etablir une formule de reduction. 

On pourrait integrer par parties par rapport ik /, mais pour arri- 
ver, sans combinaisons nieliminations, a etablir cette formule, 

a 

nous partirons de la d^riv^e de + 0^* 

On a 

a 

(1 1)P = /^/(l -I- f )(1 0 p^] 

-f- t)^ *[/> -h q -f- 1)(1 -f- 0 — p], 

Ge qui donne aussit6t en integrant 

(1) + ly = (p -{- f/ -+-1)1,^, p — pi,, p_j. 

C’est une relation entre deux int^rales dans lesquelles Tin- 
dice p seul a varies d’une unite. De m4me 

d/9(i -h -f- ty[{p -f- 7 4-1)/ -f- q], 

D'ou en integrant 

(2) /?(! 4- = (p 4- 7 4- 4- 7l(,-i,p. 

L’indice q seul a varie d’une unit^. 

Carrus. — Cours de Galcul dilT^rentiel et integral. 


20 
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En appliquant successivement les formules ( 1 )( 2 ), on pent done 
rabaisser chacun des indices p,q d’aiitant d’uniles que i’on vent. 

Si r exposant q on p est on pent au contraire r^soudre 

les formules par rapport a \qp (si p + <jr + 1 ;2f 0), et augmenter 
I’exposaiit d'une unite. 

2® Application. — Gonsiderons encore Tintegrale 

sin^' X cos'/ xdx 

p et q pouvant etre quelcomjues, positifs ou negatifs. 

Nous partirons, pour (^tablir la formule do reduction, de la 

derivee de sin?> f ^ x ,r. On aura 

D .sin>^ ^ ^ .T a? ~ sin/'ar cos'/"“.r| (/> -h 1)cos-r — (7 — l)sln‘“.r]. 

= sin'^T cos''"'^ ,r| (p -4- f])cQ&'x — (q -- 1)]. 

En integrant on aura done 

sinH ^ a: cos^/-» x -- (/) -h 7)!^, — (7 — 1 jl^,,, .2. 

C’ost une relation entre deux int($grales dans lesquelles, 
Tindice p restaiit (ixe, I’indice 7 a varie de deux unites. 

Si p est positif, ellc pent elre resolue par rapport a a la condi¬ 
tion que /) + 7 soil dilfercnl de zero. 

Si p est ndgatif, elle peut Otre resolue par rapport a 
De me me 

1) sin^^^x cos''^ ’x ^ siri^^'^.T cosy.T[fp — 1) — (p +- 7) sin^xj. 

D'ou en integrant 

sin^^' .rcos'/ r» x ^ (p — y — (P -H q)lp,q. 

relation entre deux integrales dans lesquelles Tindice p seul a varie 
de deux unites. 

(U 

On pourra done rainener le calcul de l,,j celui de 
les diir^i’cnces (j — (f, p — p' 4 tant deux nombres pairs positifs ou 
m'fjatifs ({uelconques. 

En particulier si p et rj sont enliers positifs ou n^gatifs, en appli- 
quiuil successivement les deux formules, on sera ramen^ 4 Tune des 
inlegrales suivantes: 
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Si p est pair 

=z= dx = X ; Io,i = cos xdx = sin a; ; 

‘ 8 ( 4 + 2 )- 

Si p est impair positif, on sera ramen6 k Tune des integrates 

li^o = J sin xdx ; Ii,i = sina: cos xdx ; 

, /*sin X . Y 

1, = I - dx — — L cos a:. 

’ J cos X 


dx = x\ Io,i 


cdx = sin a;; 


dx — — L 


Si p est impair negatif a Tune des integrates 

I r^=Ltg:^, 

J sin a! ° 2 ’ ’ J sin x 

C d.T , , 

I_i, -1 = I —— — = L Ig X. 
’ J Sill X cos x ^ 


Entin tes formutes ne peuvent etre resolues par rapport k Ip,? 

P 

p fj est egal a zero. Traitons ce cas directeinent. 

On a rintegrale J tg^ xdx. 

OL 

On a 

D = {p — 1)(1 4 - tg 2 x) 

D’ou en integrant 

^ = (p - + (P - 

Cette formule de reduction ramene Ip k Ip-^ si p est positif et dif¬ 
ferent de 1. 

En posant p — 2 = // 

tg/^M-ix = (p' l)Ip^ + (p' 4 - 1 )V 4 ‘>. 

Cette formule ramene Ip' k Ip'+a si p' est negatif different de 1 . 
On ne pourra done jamais passer d’un exposant negatif impair k 
un exposant positif impair ou inversement. 

On sera ramene a I’une des integrates 

I„= Jdx = l, 1, — J^tg xdx = L cos X, I_i = J^—= Lsinx. 
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TV. --- TNTfiGitATION DKS FRACTIONS RAT10NNFLLi:S 


Nous avons vu dans la plupart des cas precedents, que Ton etait 
ramen4 a rintegration d’une fraction rationnelle. G’esl Tintc^gration 
de ces fonctions que nous allons 4tudier. 


On a montre, en Matli^mathiques generales, qu une fraction. 
f (x\ 

rationnellepouvait se decomposer : 


en un polynome K(./:) (si le degre de J{x) est superieur au 
degre de <p(x)). 

2° en une somine de fractions de premiere espece 


(.r 





(X 



- 


"+~ 



n 

— b 


correspondaiit aux racines reclles a, fe, • • • d^ordres de multipli- 
ciW /3, * • • 

3 ^ une somme de fractions de deuxi^me espece 

V- 

^ {x* H- px -i- 7)" ’ 

correspondant aux racines imaginaires du denominateur. 

Nous rappellerons rapidement la fayon pratique de determiner les 
coetlicieiits en admettant ([u’on ait resolu l'ec{untion ^(.r) — 0. 

Sans parler de la methode des coefficients indetermines; 

.... . I 

I® la parlie enliere E(a;) se determine par simple divi¬ 

sion. C’est la parlie enliere du quotient des polyndmes /(./), f(x) 
ordonn(Ss sulvant les puissances dderoissantes de x. 

2 ® coefficients relatif.s a la racing a. 

Posons X == a + /i et ordonnons J et f suivant les puissances 
croissantes de /^. On a 

J(a -f- ft) =/(«) + J/'(a) + • • • + 

^(a -4- ft) = ^? («) H-1- 

puisque a est racine d’ordre « de f(a). 
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On a done 

<P(a H- /•) /•* + ... 

La division des deux polyn 6 mes, ordonn4e suivant les puissances 
croissantes de h jusqu'au terme en donnera un resultat de la forme 

A, ^ + A,_.>/r- -h . • • • • • 

Par suite 

f (±±^h) _ , ^3-' H_h 4' • 

(^(a -f- /i) h^~ ^ ^ 

Les coefficients Aai Ax— 1 » • • • A^ sont les coefficients relatifsa la 
racine a. 

3® Determination des coefficients relatifs aux racines du trinome 

-+- px - 4 - q. 

Divisons J par {x^ + px + q) on obtiendra successivement 

J r= (x^ -h px -f- q)fi -h Cl^x -h fc|, 

= (.r‘^ -h px 4- 7 ) /a -4- 4- ^2 ♦ 

/n_i ^ 4- px -H 7)/n 4- anX -4- 

/„ se reduisant h une expression du premier degre a«+i x + fen+i. 
Posons 

-t- px 4- 7 = A. 

Multiplionsces egalitesrespectivement par 1, X, X^, X®, • • • X” 
et ajoutons-les. On aura 

/■=rt,x -t- 6 , + {a,x -\-bi)X-\ - +{anX -+■ 6 „)X'*-‘ + (a„+i x 6 „ 4 ,)X". 

D’autre part f est de la forme X"(pi, 'pi 6 tant premier avec X“. 

On peut, d’apres le theorfeme de Bezout, determiner deux 
polyndmes A, B tels que 

AX" -H B<p, = 1. 

8 j . f . , 

La fraction ^ devient done 

¥ 

/(AX"B<p,) _/A . /B. 

- Xyi -«pT 
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COURS DE CALCUL DTFFERENTIEL ET INTEGRAL 


Or /B peut (de mfitne que ci-dessus) se mettre sous la forme 
=' a,® -t- b^ -t- (a2® + l*j)X -+-•••-}- (o,iX -4- 

U) 

Done 

/B ajSH- 62 , , a*a; 4 -i>n , 

X-' + ■ X-'" ”'X ' 

On a du m^me coup toutes les fractions relatives au denominateur X. 
La decomposition (Slant suppos^e e(leclu6e, nous aurons a inWgrer: 

1® le polyndme E(x) ce (|ui est immediat. (Nous supposerons 

ddsormaisque la partie entiere de^a ete extraite ; il nc restera done 

qu’une fraction dans laquelle le numerateur sera de degre inf^rieur 
a celui du d4nominateur) ; 

A 

2 ® des termes de la forme slant inf(Sricur k </. etsujipose 

d’abord different de 1. 


De mdme 



_A*__L_. 

— fc _ 1 • (x — n)*-* • 

^ _ L__. 

IT— (x — 6)^'-* 


Remarquons que si nous r^duisons toutes les fractions semblables 

(T 

au m6me denominateur, nous obtiendrons une fraction de la 

forme infcrieur 

au ddnominateur. 

11 reste enfin les fractions de la forme ^ donnent par 
rint^gralion des termes tout a fait diff<5rents 


/ 



dx = AiL(x — a). 


Le coefficient Ajs’appelle le «r6sidu» de la fonction par rapport k 
la racine a, 

De m^me 


r B. 
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Nous aurons une serie de termes de la forme 

cCj “ 4 “ — 6 ) -* 4 “ * • • 

Prenons enfm les fractions de deuxieme espece 

ax -I- b 
px -i- (/)'“ 




(m < /i). 


Le Irinomc + px + 7, ayant ses racines iinaginaires, pent se 
mettre sous la forme (x — a)^ + Nous aiirons done a calculer 

f ax -4-- h 

V, a 

Faisons le changementde variable x — a -f-L’intdgrale 

r a-it -I- ua -h b 


devient 


(It^ 


h 


File se decompose en deux: 
I - --1- / 

' ' 'J 


__'• V V ^ 

(.1 -i- /••*■)"* ~ ^ 2(m —1) ^ (1 -I- 


A un facteur constant pres, en revenant la variable x ce sera une 
fraction de la forme 

_ I ^ I 

[(£C -- a)'^ -h 02jm-l (x- -f- px -4- 7)^ ■* 

Enfin restent les integrales 

b r j_ 

P2nr {I 

^2 

Nous les avons deja calculees. Nous avons vu qu’elles 
s’expriment par une fraction rationnelle de denominateur (1 + 

(le num^rateur etant de degre inferieur) et un terme de la forme 
/t* arc tg /. 

En revenant k la variable x, nous aurons done une fraction de 
denominateur 

[(x — ae )2 - 4 - pajm-i _ px 4 . q)^-^ 


et un terme de la forme k arc 


tg 


X — a 
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COUllS DE CALEUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL 

Si nous r^duisons toutes les fractions semblables ainsi oblenues, 
nous aurons une fraction ayant pour ddnominateur 
(x2 4- px -4- ^ pi® • * ‘ 

le degr4 du numerateur 6tant inf^rieur h celui du denominateur. 

II restera une somme de termes de la forme 

k arc tg — ^ 4- fci arc tg ^ - • * * 

R 

En resume TinWgration donnera : 

1® une fraction rationnelle de la forme 

_ _^(®) _ _ 

{x — a)a—1 {x — 6)?— 1 • • • 

2® une fraction rationnelle de la forme 

{x^ 4 -px 4" ry)/i—i (ac* 4- pi® 4- * * 

d et ^ 6tant de degr6s inf^rieurs respectivement au ddnominateur 
correspondent. 

3® une somme de termes de la forme 

AiL(x — a) 4- B|L(x — 6) 4- • • • 

4® Une somme de termes 

k arctg — ^-h fc, arctg —-h • • • 

M^thode de Hermite. — Les resultats que nous venous d’obtenir 
conduisent ^ une forme nouvelle et interessante de la decomposition 
de la fraction rationnelle. 

En effet, r^duisons k nouveau toutes les fractions obtenues 

cr 

(I® et 2®) au mSme denominateur. Nous obtiendrons un 

resultat de la forme. 

_}(x) _ _ 

{x — aj®“' {x — ^ . (x‘^ 4- px 4- qY" ^ (x* *4- P^x 4- • D 

X(a:) 4tant de degr6 inf^rieur k celui du denominateur. On pent done 
6crire 

J* ~ D — a) 4- B^L(x —6) 4 - • * • 

4- k arctg —p-h fci arctg ~j^ 4- • • • 
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D^rivons les deux menibres de cette identile. Nous aurons 


<p [D/'^x —a"^5C —6”^ (or—ci)^-+- (x —a,)2-t-pj 

Si nous r6duisons k nouveau au m4me ddnominateur toutes 


les fractions qui suivent , nous obtiendrons une fraction de 
d^nominateur 

{x — a)(a: — 6) - • • (oj^ px 4 - q){x^ -h p^x -f- g,) . • • = d 

le num^rateur fj.(x) etant de degre inferieiir au d^nominateur. 
(0 

On a done un resultat de la forme 


<*> { = (c)'+5' 

P 

Remarquons que D admet toutes les racines de (p(x) clia- 

cune a un degr6 diminue d’une unite. G’est done le p. g. c. d. entre f 
et sa d^riv6e 

P ^ . 

Quant a d, e’est le produit de toutes les racinesde f(x) mais 

chacune d'elles n’etant prise qu’uiie seule fois. C/est done le quotient 
Q . La formula montre done que : 

Tii^:or^:me. — L'onpent decomposer une fraction vationndle j 

en deux Jructions: 

1° La premiere esL la dirivie d\ine fraction ralionnelle ayant pour, 
denominateur le p, g, c. d, I) entre rj^ et sa derivee, le numSrateur etant 
de degre inferieur d celiii de D, 

2^ La deuxieme est une fraction ralionnelle dont le ddnorninateur d^ 
admeltant toutes les racines de o prises seulemenl une fois, csl le quotient 
de y par D, le uumerateur etanl de degre inferieur au degre de r/. 

Remarque. — Les deux polyn6mes D et d, peuvent s’obtenir 

par de simples divisions succcssives. 

II serait ais^ de demontrer que la decomposition n est possible que 
dune seule maniere. 

•N 

0 

En introduisant des polynomes ). et rji & coefficients indeter- 
min^s de degrd respectivement inferieur k ceux des denominateurs, 
on pourra en ddveloppant I’identit^ (1) ecrire 


jT _ X'D — XD' 
<i~~ D* 


a 



conns DE CAl.Cnr. dikvekentiel kt integhal 


En mullipliant par 9 

+ ,xD 

p 

les deux membres sont des polyn6Tnes, car f est divisible 

par D ; 2 ^ est egalcment divisible par D^, puisque, si a est une 
racine de degr^ a de (p, elle est de degre a — 1 de D, de degre a — 2 
de D', et par suite de degre 2 a — 2 de (plY aussi bien que de 1 )^. 

I/identilication des deux polyn6mes donnera done les conditions 
necessaires et suffisantes pour determiner les coefficients de X et [x. 

Cette methode olfre le tros grand avanlage de ne pas supposer 
resolue jus(|u'ici reejuation (p{x) ~ 0 ; il sera necessaire de resoudre 
r^quation d ==: 0 pour I’integration, mais cette e(juation peut etre de 
degre bien moindre <jue requation 'p(jc) = 0. 

p 

La methode donne elfectivement et sans resoudre aucune 

(Equation toute la partic algebrique de Tintegralc. Elle se borne en 
somme au calcul d une derivee de fraction rationnelle ct a une idea 
tification : elle est exlrenieinent recornmandablc etdesplus pratiques 
surtoul lorsquc le dcniorninaleur a des racinesimaginaires multiples: 
toute la partie penible de rintegralion, celle qui correspond a ces 
racines, est alors supprimee. 

Application. — Calculcr , . ' , . 

Nous poserons 


:r'^ — 2 


(.r- — X I j- 


/ ax H I) Y 

1/ 


mx -h n 

[x- — X 


c.-a-d. en elfectuant et chassant les denominateurs 


— 2 a{x^ — x -+- 1) — (2j; — l){ax b) \~ (inx — x 4- t). 

( 3 n voit immediatement que m == 0 . II reste 

— 2 = a{x^ — X -f- I) — ( 2 x — l){ax 4- b) -l- n(x- — .r -h 1 ) 

d*ou en identifiant et resolvant 



De sorte que 

X* —2 _ 1/ 5x —1 2 1 

(a:* ~ X -h 1)' 3Vx* ^x-hl) 3 * -- x 4- 1’ 
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Et par suite 



— X -h ly^dx 


1 

3 x '"^ —. X -h 1 


2 r _ 1 _ 

3 j x^* — X -f- 1 


M^thode de Lagrange. — La methode de decomposition de la 
fraction rationnelle en fractions simples de premiere etdedeuxieme 
espfece offre le tres grand inconvenient d’exiger au prealable la 
resolution de Tequation (p(oo) = 0. Nous avons vu que la methode de 
llermite exigeait seulement la resolution d'une equation de degre 
moindre, d = 0, ne contenant qu’une seule fois toutes les racines 
de == 0. 

La methode des racines ^gales, que nous allons exposer et qui 
est due a Lagrange, estune generalisation de la methode pr^cedente. 

Designons par le produit des facteurs de up correspondants aux 
racines simples, par • • • le produit des facteurs dc ^p corres- 

pondant aux racines doubles, triples, etc., de sorte que 

? — <?! X <p) X <f I X tf>| • • • 


nelle 


Nous allons montrer que I’on pent decomj)oser la fraction ration- 

/ 


sous la forme 


? ?! 


Aj, Ag, • • • designaut des polyndmes dcdcrmines. 

Tout d’ubord, on peut, sans resoudre aucime tkiuation, detcriuiner 

t: 

chacun de ces polynomcs (pj, • • • On a en elfet 


'p = ?i X cp‘ X 'f; • • • 


Designons par D le p. g. c. d. entre f et y', par Dj Ic p. g. c. d. 
entre D et D', par Dgle p, g. c. d, entre Dj et D',, etc... On aura 


D = cp2 X X 9! • • • 
D, = 93 X 9t • • • 

Dg = 9 i • • 


P 


Tous ces polynomes s'obtiennent 


par simples divisions. 
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De meme 


? 

D 


= fi X X fs X (pr •' 


D _ 
1)2 ~ 


<?2 X <f3 X «p4 • • • 


<pS X ^p4 • • • 


Enfin toujours par simples divisions 



Ces polynomes ^2* * • • ainsi d^termin^s, remarquons 

que les polynAmes sonl premiers eiilre eux deux a deux. 

Plus g^neralement, supposons que le polynAme 'p se metle sous 
la forme 

? = <lif qit 73 » • • • 


7 i» 72* 73> • • • des polynAmes quelcoriques seulement premiers 

'I' 

deux c\ deux. Nous allons inonlrer que Ton peut mettre la 

f 

fraction ' sous la forme 


? 9 , 7/ ‘ ’ 


En eflet les polynAmes 7 6tant premiers deux a deux, 7^ par 
exemple est premier avec le produit 72 • 73 • 74, • • • ; done par appli¬ 
cation du thdoreme de Bezout (que Ton a toujours ^lappliquer lors- 
fiue Ton a deux polynomes premiers entre eux) on peut determiner 
deux polynAmes tels que 


^17273- ^ ^i 7 i ^ 1 


(cette determination se fait par simples divisions en recherchaut 
le p. g. c, d. des deux polynAmes). 

Par suite en multipliant les deux membres par /, on aura une 
t^galit^ de la forme 

Ai 7«273 • • • H- Bt7j =/. 

Oi 

On en deduil 

"p 7 i ■ ■' 

On a done isoI4 une fraction de d^nominateur qi- 
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De mfime la fraction pourra se mettre sous la forme 

qj 93--* 

En continuant ainsi, on arrivera done bien a la decomposition 
annoncee. 

Ge resultat s’applique immediatement a la fraction ^ ou 

o = X (pi X (pi • • • cst decompose en un produit de polyndmes 
premiers entre eux deux a deux. L*on peut done bien ecrire 

/ A, , A.> 

*'- = -* -I- 

L’integration de la fraction est done ramenee a Tintegration de 

fractions de la {ovme o n'admettant plus alors quo dos racines 
simples. 


5 


Nous allons chercher une forniule de recurrence : 


(p est premier avec sa derivee (p\ 11 existe done deux poly- 
n6mes A et \i tels que 

B©' ^/. 


On aura done 


J <?’" J J 


Dans la premiere, I’exposant m est diminu^ d’une unite. 

(X . Cp 

On peut arriver au meme resultat pour la seconde : il 

sullit d’int^grer par parties 

f%,:, - _ .r JiL 


On a done tinalement 


__ 

(m — 1)^"'“’ 

L'int^rale est de la meme forme que Tintegrale de depart, 
Texposant m 4 tant diminue d’une unite. C’est la formule de recur¬ 
rence cherch^e permettant de reduire successivement cet exposant. 



-h 


ni 


B' 


—- - dx. 


On arrivera finalement k une integrale de la forme 
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couRs i)K c\i.r.i;r. diffeurntiel et integral 


Toiile la parlie iiitegree est alg^brique. 

(On I’era de iiienie pour les divers d^noininateurs (pi, 9],* • •). 
ll sera alors necessaire pour terminer rint< 5 gration (qui donnera la 
parlie Iranscendante de I'inlegrale) de r^soudre Tequation f{x) = 0 
qui n’a que des racines simples, mais on aura obtenu la parlie alge- 
brique de Tintegrale. 


V. INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES ALGfillRIQUES 


On designc sous ce nom des integrales de la forme y) fU\ 


H(a:, y) d( 5 signantune fonetion rationnelle deacet y,}'etaiit d’ailleurs 
liee a x par uiie equation algehrique de la forme /(.r, y) = 0 . 

L’equation /(./^ y) — (I repr^sente une courbe algebrique. On dd- 
signe aussi ccs integrales sous le noni d’u integrales abdliennes » 
ratlacbees a la courbe. Ge sont en general des fonctions transccn-^ 
dantes. Mais si Tequation de la courbe y) = 0 peul elre regard^e 
comme r( 5 sullant de reliminaiian d’un parametre / entre deux equa¬ 
tions de la forme 


a? := (p(/), y = 

ct 

(p el I d^signanl des fractions rationnelles de t, en faisant 

le changeinentde variables = f{t) (d'ou y = '|/(/)) U(jc, j) deviendra 
une fraction rationnelle de /. On sera done ramene a I’integration 
d’unc fraction rationnelle 


j R(?(o. w)wm- 

On est done conduit a etudier les courbes dont Tequalion 
jouisse de la propriety indiquee. Cette etude est bas 6 e sur la notion 
de <i genre » d’une courbe. 


Genre d^une courbe. — En designnul par n le degre de la courbe, 
par d le uombre de ses points doubles, le genre de la courbe esf le 
nombre 

Si la courbe admet un point multiple d’ordre A*, en supposant les 
k tangentes aux k branches de courbes toutes distinctes, le point 
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multiple doit etre considere 


comme equivalent ^^ 2 


comme on le voit aisement en modidant l^ge- 


points doubles, 

rement les coellicients de la courbe : au lieu des k branches de 
courbes se coupant en un point multiple d'ordre A*, on aura k branches 

se coupant deux deux, en ^^^"2 points doubles voisins de la 
courbe transfonnee. 

Si les k tangentes ne sont pas distinctes, le point multiple est 
equivalent a un nombre plus grand de points doubles. 

Tiii^iOR^iMK. — Lc (jenre dUinc conrhe ne peat pas elre un nomhre 
ndgatif a mains qne la conrhe ne se (Uxomposc. Auirernent (lit, le nombre 

(les points donhles (rune courbe dcde(jre n esl an pins lajal () ^ -• 

Fill elTel, remarquons d’abord quo le nombre des coefllcients d’uno 


courbe d’ordre n 


est o^al a 




l)(a 

2 ■■ 


2 ) 


. II sufflt done en 


general de ^ _ ( points pour determiner la courlie. 

0 

Si Foil en donne un de nioins, tons los coellicients peuvenl 

se diHerminer en general lineaireinent au nioyeii de Fun d’enlre 
eux, t, de sorte que 1 Equation pourra se mettre sous la fornie 

9,(r, y) -1- y) ~ 0 

= 11, 0^ = 0 representant deux courbes passant par les points 
donn( 5 s). 

D’aulre part, deux courlies d’ordre m et n se coupeiit cii ni X n 
points reels ou imaginaires a moins qu'elles n'aieiit uiie partie 
commune. 

Supposons done qu’une courbe G ait plus de 2^" points 

doubles, soil — - - -+■ k {k 0). 


Gonsiddroiis unccourbe auxiliaireF.d ordre (/i— 2 ), que 

n{n — 1) 


nous 


pourrons assujettir a passer par ' ' —-1 points. Farnii ces 

points, prenons les j - -- - points doubles et 


'2 


[ 


(.- !)(..-2) ^ j.-| _ 


] = '■ 


points simples quelconques de la courbe. Calculous le nombre des 
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couns UK r.M.f:ur. niFPRRKNTIEr, ET INT<?GRAt 


§1 

points d'intorsection des deux courbes. Chaque point double 

ir 

doit compter pour deux, car Ton peut consid^rer la courbe 

auxiliairecomrtie passant par deux points simples indniment voisins 
de la courbe C. Lc nombre de points communs sera done 


[(n — I) (ft — 2) -I- 2/f] -f- ft — 2 — fc = ft* — 2ft 4- = n(n — 2) 4- ft. 


to 

Les deux courbes auraient done plus de n{n — 2 ) points 
communs, ce qui est impossible. 

’ 1 ' 

— IClnnt donnSe me couvbe de genre z 4 ro, les 

coordonnies dun jwinl de cetle courbe peuvenl Hre exprim^es en fonc- 
lion ralionnclle dun paramdlre I, 


Gonsiderons une courbe ayant 


(ft — IHn — 2) 
2 


points doubles. 


Prenons une courbe auxiliaire d’ordre ft — 2 . Sinousl'assu- 
jettissons a passer par ^ " — 2^ points, son Equation pourra se 

a 

raettre sous la forme ~ 0 . Parmi ces points, choisissons 

tous les points doubles de la courbe el un nombre de points simples 
dgal h 

— 2 — = ft — 3 

-sy 2 2 


. 4 ,. , 

De m^rae que ci-dessus, le nombre des points d’intersection 
connus des deux courbes sera 


(ft — 1) (ft — 2) 4- ft — 3 = n(ft — 2) — 1. 

Ces points seront fixes, quel que soit le parametre t qui figure 
dans 1’equation de la courbe auxiliaire. Or les deux courbes ont 

Oi 

— 2) points communs. 11 reste done seulement un point 

variable. 

Si nous formons par exemple I’t^uation aux abscisses des 

points d’intersectioii des deux courbes, nous obtiendrons une 

dquation, dependant det, de degrd n{n — 2) dont nous connaJtrons 

— 2) — 1J racines. Si nous les supprimons, par simple division, 
nous obtiendrons une Equation de la forme 

Ax 4- B = 0 
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A et B 4 tant des fonctions de L’abscisse du point variable 

de la courbe peut done ^tre exprimee sous la forme d’une fraction 
rationnelle de t, H en sera de meme de Tordonnee, Le theoreme est 
done demontr^. 

On aurait pu arriver au meme resiillat cn prenant une courbe 
auxiliaire d’ordre h — 1 passant par les points doubles et 2 n —3 
points arbitrairemenl choisis, mais les calculs auraient ote moins 
simples. 

11 est naturel de rechercherreciproquemciiL quel est Ic nombre 
de points doubles d’une courbe dont les coordonne^es sont exprim^es 
en fonctions rationnelles d’un parameire /. On a le lheor6nic suivant: 

Tiif:oufeME. — Si les coonlonndes ilun point d'line courbe sont 
expriniees en fond ion rationnelle d nii parameire I, cctle courbe csl de 
genre :iro, 

Soient 

/(')■ 

les equations de la courbe, y, ddsignant Irois polynomos ejue 

ron peut supposer do mdme degre n (certains cocllicients pouvaiit 
etre nuls). La courbe est d’ordre n. 

On aura un point double, si pour deux valours dlirerentes, 

/, u, on a 

f ?(0 'pH ’KO _ 

/(O' /(«)’ JO) 

Ge systemc est Equivalent au systdme 

1' 9(o/(«) - 9(«)/(o - 0, 

la condition que Ton n'ait pas simultanenient 

/(0 = o, /(«)-0. 

dont les solutions n’apparliennent pas au premier systeine. 

P 

Or les premiers membres de ces Equations changent sim- 

d 

plement de signe si Ton permute /, u. Ges premiers meinbres 

sont done le produit par (/ — ii) d’unpolyn6mc symctriqiic en tci u. 
Carrus. — Cours de Galcul differentiel et integr.il. 


21 
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COURS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL 


On pent supprimer ce facleur (I — a) puisque Ton doit supposer 
t et udiff^rents. II restera done deux Equations 

11 g(t,u) = 0, h(i,u)=:0 

sym^triques en ( et u, de degrd n 1 par rapport h t ouku. 

at, V 

11 esl naturel de faire le changement de variables 

t 4- u = 5, iu = p, 

d 

A cheque syst^me de^ et p correspondra un groupe de valours 
de ij u racines de 

— sz -f- p = 0 

et par suite un point double. 

Consid^rons un groupe de lermes syni^triques 

4 - a ^ n •— 1 — 1 . 

Si a > [i, on pent I’^crire 

^ 4^ u® 

a, a, 

Posons pour abr^ger $k == + a*. Nous allon’s calculer 

Sk en fonction de 5 et p. On a la fonnule de recurrence 

{I -h 4- u*) == 4- 4- -f- 

c est-ii-dire 

SSff 4" P^/f-»i) P^k - j* 

P 

Remarquons que ^ + u = s est du premier degr^ en $ 

et /, que 

= £2 4_ ^2 — s2 - 2p 

est du deuxieme degr6 en s et t. 

La formule de recurrence montre que si Sk est de degre k en s 
et p, est de degr6 fc + 1 : la loi est done gen^rale. 

Le groupe de termes considdr6 s’exprimera done par un ensemble 
de termes de degr^ a en s et p. Chaoune des Equations II setransfor- 

mera done en une Equation de degr6 n — 1 en « et p. Le nombre 

des solutions communes aux deux equations est done {n — 1)*. 

. . P 

Mais nous devons eiiminer les solutions (t ^ u) pour les- 

quelles on aurait simultan4ment 

/(0 = o, y(«) = o. 
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Chacune des Equations ^tant de degre /i, ces solutions sont 
^Svidemment en nonibre 6gal au nombre des combinaisons des n 

racines de j[z) = 0 deux deux, c’est-a-dire 

tt) 

Le nombre de solutions acceptables en s et />, c’est-a-dire 
le nombre de points doubles, est done bien 

(rt — ly — 7“ 

2 2i 


Courbes unicursales. — On appelle « coarbe iinicursale » toute 
eourbe pour laquelle les coordonn^es d’un de leurs points peuvent 
^tre exprim^es en fonction rationnelle d un parametre /. 

Les tlii 5 or 6 mes precedents peuvent done se rdsumer au th^oreine 
suivant : 

THi':ouftME. — Toute coarbe de genre ziro est iinicursale et inverse- 
ment. 

Une courbe du second degr 4 non decomposable ne doit avoir 
Rucun point double. Et toute courbe du second degr 4 est unicursalc. 
Une courbe du troisieme degre unicursale a un point double. 
Unecourbeduquatriemedegreunicursaleatroispointsdoubles, etc. 
Rappelons que pour avoir la representation parametrique d’une 

R 

courbe de degre n unicursale, il faut la couper par une courbe 
auxiliaire de degre n — 2 passant par tous les points doubles et par 
n — 3 autres points simples de la courbe arbitrairement choisis. 

Pour une courbe du troisieme degre, il suffit de couper par une 
droite passant par le point double. 

Rappelons encore que pour determiner les points doubles d'une 

courbe, il faut rendre son equation homogfene et determiner 
tous les systenies de solutions salisfaisant aux trois equations 


dx 


= 0 , 



¥ 

dz 


= 0 . 


Application. — Considerons la lemniscate 

{!) (x® -t- — «*{x* — y*). 

Elle admet trois points doubles ; I'origine, et les deux points 
cycliques. 
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a 

Nous devons la couper par uneoonique passant parces trois 
points (ce sera done un cercle passant par Torigine) et par un 
autre point arbitrairement clioisi sur la lemniscale. On pourrait 
prendre le point y = 0, a? = u, niais il est plus simple dc prendre 
sur la lemniscale un point infiniment voisin de 0, e’est-a-dire de 
prendre un cercle tangent en 0 a la lemniscate. 

'il 

Ce cercle admettra par exemple pour tangente en 0 la droite 
X — j = 0. Son Equation sera de la forme 




— qx j) == 0. 


Rendons les Equations liomogenes 

( 1 ') (x'‘^ 4 - = a-(x^ — 

(2') -hy^ = t'x --y>. 

En combinant les Equations 1 ', 2 ', on oblient 
l‘\x — y)V = 


Ensupprimant les facteurs 5^ = 0 , x —y=0, qui correspondent aux 
deux points cycliques ei au point situd sur la tangente en 0, il reste 


(3) l^(x — y) “ a\j' -f- r) on (t^ — a^)x ~ {t^ -f- a^)y 

eejuation qui pent remplacer 1' par exemple. G’est Tc^quation d'une 
droite passant par Torigine. Elle rencontre le cercle ( 2 ) aux points 


c’est*a-dire 






(/‘ -f- a‘)®s = ««/(«'•* + a^).r. 

En supprimant encore la solution £c = 0 , qui correspond au point 
double, il reste 

_-1- a*) 

^ t* - 4 - a* 

()n en ddduit 


— «») 
H- a*' ■ 


Telle est la representation de la lemniscale en fonction rationnelle 
de t. 

Une courbe d’ordre n admeltant un point multiple d’ordre n — { 
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^stunicursale, puisque ce point multiple est Equivalents —— 

points doubles. Ilsuffit de coupercettecourbe parunedroite passant 
par le point multiple. 


Integrates de la forme 



ax^ + 6x -H c)dx 


oil 



en posant 

y = yjax^ -h 6x -+- C. 

. P 

Cette courbe (conique) etant unicursale, pent etre repre¬ 

sentee en fonction rationnelle d'un paramotre /. 

0 

II suffit de choisir un point quelconque de la conique et de la 
couper par une droite variable issue de ce point. 

Rappelons les procedEs pratiques : 

Si c ^ O, on pent prendre le point x = 0, y = \/c et par suite 

poser 

y — yjc ^ lx. 

Si a > 0 (hyperbole) on coupera par une droite parallele k une 
direction asymptotique en posant 


y z=z X \/a i. 


Si les racines du trin6mc sont reelles, le trin6me se niettant sous 
la forme a[x — a) {x — ^), on peut choisir le point a; == a, y = 0 et 
par suite poser y == l(x — a), ce qui revient h poser en somme 

X — a 


suivant que a est positif ou negalif. 

Enfin si les racines sont imaginaires, a et c Etant nEgatifs, on nc 
peut Eviter les imaginaires. 


IntEgrales de la forme 


/ 


R(x, y/ax H- 6, yjcx H- d)dx. 


Posons d^abord cx + d D’oii 
ax-\- b = a --^ 6 = 
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On est ramene k Tinl^grale 

J' a(— t^di, 

c’est-k-dire i I’int^grale prdc4dente. 


Application. — Soil I’intdgrale 



I_ r . 

J (x^ — 4) v/t(1 — x) 

5 


Posons 

X 

D’ou 


X 

— — (1 ^ 

On aura 

-/o- 

— 2ldl ^ r (1-4- l^)dl 

-4(t 4- PP](X ~ J 4- 1 ) (2P -4 3') 

qui s’int^gre ais6ment. 


INTfiGRALES DE LA FORME 


5 I'n{T, v/X)ria 


Nous venons d’^tudier les intagrales de celte forme ou X est un, 

polynome du second degr4. 11 est naturel de g^neraliser au 

cas oil X est un polyndme de degr6 quelconque. 11 senible que nous 
devrons introduire autant de transcendantes nou-velles qu’il y a de 
formes possibles pour les fonctioiis rationnelles et pour les poly- 
n6mes X. Nous allons voir s’il n’est pas possible de les r4duire 
4 des transcendantes types. 


Reduction. — Etudions tout d’abord la fonclion rationnelle. 

a _ 

En rempla^ant toutes les puissances paires de \/X par leur 

0 

d^veloppement entier en fonction de x, la fonction pent se 

mettre sous la forme 


p Qn/x’ 
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En muUipliant les deux termes de la fraction par P — 
on obtient la forme 

T (/X 

en d^signant par U, V deux nouvelles fonctions rationnelles. 


II sulTit done d’dtudier les int^grales de la forme 


rYdx 

J v^x 


(V fonct. rat.). 


On pourrait decomposer la fraction rationnelle V en fractions 

simples, mais pour ^viter, aulant que possible, la rdsolution d'une 
a 

equation, nous emploierons la methode des racines t^gales et 

nous mettrons la fraction rationnelle V sous la forme d un 

A 

polyndme If et d’une somme de fractions de la forme ^,j^,ledenomi- 

nateur P’^ etantla puissance d’un polyn6me sans racines multiples. 

Enfin, P et X pouvant avoir un facteur commun D, de sorte que 
Ton ait 

P = QD, X = DX,, 

V ^ 

la fraction rationnelle pourra se raettre sous la forme 


les integrales de la 

/>■ 


En r6sum6 nous avons k considerer 
forme 

I, = r - ^ dx, I. = f 

‘ JqVX • j DVX 

P 

Gonsid^rons la premiere : Q et X sont premiers entre eux, 

et Q, n’admettant pas de racines multiples, est premier ^alement 

V 

avec Q'. Done Q et Q'X sont premiers entre eux. On pourra 

trouver deux polyndmes M, N tels que 

MQ + NQ'X == C. 

L’int^grale se met sous la forme 


/ 




Q’^v'X 


= r -_“f 

J Q^-WX. J 


NQVX 


dx. 
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La j)remiere esl analogue a I’inlegrale d’ou nous sommes 

parlis inais y. est remplac^ par fx — 1. 

V 

Pour la seconde, int( 5 grons-la par parties. On a 



X 


0 






(Nv/X)'(/a>. 


Or 


(Nv^X)' = 2N:Xt-M'^NL. 

2v/X v^X 


Dans la deuxieme integrate, Texposant de Q est done encore 
rdduit d’unc unite. 

De proche cii proche, on pourra done reduire Texposant a 
jusqu'u 1 . On ne pourra aller plus loin en raison de rintroduction 

1 . 

du facleur _ I, par riiitegralion par parties. 

ti) 

A une fraction rationnelle pres, I’integrale Ii est done 

r N 

ranienec a | dx. 

J Q\/ X 

Si Ton rassemble tons les resultats on voit quo le rdsultat final est 
do la forme 



A, N dtant dos polyndmes. 


N 


Deooiuposons alors lu fraction rationnelle q en un poly- 

A 

ndme IL et une somme de fractions de la forme- 

^ X - CL 

Nous n’inlroduisons done comme seule transcendante nouvelle 

r W * r dx 

(en plus de | Ldx) fine les intdgrales de la forme f- 

J V-V ^ J (x —a)v^V 

B 


Prenons les integrales I 


J 


D^^^/X 


-dx avec X = DXj. On a 


= f—J - 




Nous allons rdduire I’exposant /x 2* 
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I 

D est premiej' avec D' et avec X^. On peut done determiner 
deux polyndmes M, N lets que 


MD + iND'X, = li. 


L’integrale devient 


-dx 


d' vx; 


/ II 4 - 


dx. 




P . , 1 . 

Pour la premiere, Texposant /x -h ^ est reduit d’une unit6. 

0( 

Pour la seconde, eu integrant par parties, on obtient 

-L_. l_(N^/x:)+ f - — .-(NvAQ'dx. 




D’ailleurs 


(Nv'X.)' = 


N'X + f X.' 


v/X; 


V^X, 
1 


Pour la deuxieme integralc, I’exposant a ^ est done aussi reduit 

<l*une unitd. On pourra done rdduire lexposant rj. d'autant 

d’unites que Ton veut; ici on reniarque que I’integration par 

1 

parties n’introduit que des facteurs-j ; on pourra done aller 

2 

jusqu’Ji fx = 0 et etre ramene finalenient a 


It:’-Ik 

DVX, 


dx. 


Le r^sultat est done de la forme 


l,= f - = 

J D'v'X D' J 

Restent enfin les troisiemes integrates I3 = I ~dx {n 6 tsint 

. J V ^ 


un 
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a 

polyn6me) qui se d^composeront en une suite d’int^grales 

de la forme 


» r x”dx 

. ’”~J TT* 


'I'l V 


Or il est facile d’oblenir ^ une formule de reduction pour 
ces int4grales. Nous allons voir que : 

Si n est le degr^ de X, que loules les iniigrales oil m^n — 2 peuvent 
6!rc exprimies au moyen des aulres. 

Pour 4tablir rapidement la forniule de rdduction, considd- 


• rons la d^rivec de x''\J'k. On a 

D(xVX) =-' 

Or, posons 

X = a,iX„ + -I- ... X' == noo*"”’ -+-••• 

On aura ' 

<i„(x -4- + • • • 

.“Vx 

^2» • • • des coefficients bien determines. 

En integrant les deux membres, on obtient 

X^\/X = flo + 2^ 1 + —2 -+-••• 

Cette formule permettrade calculer connaissant 2v 

• • • En particulier In-i s’exprimera en fonction de In—2, 
ln-3i • • * On obtiendra ensuite In, In-+-i» • • • 




On n’introduit done comme seules transcendantes nouvelles^ 


que 


*0, 


II- 


Irt-S* 


Resume general. 


comprendra : 


L’integration des fonctions 
R(x, \/X)dx 
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1 “ une partic alg^brique ; 2® une partie logarithmique; 3 ® une 
combinaison d’integrales de la forme 


4 ° les inl^grales 


j ( ®-«l 


aW\’ 


r dx_ r xdx 

J J \/x 




rx^^^dx 

J "Tx' 


v'X j v/x 

Toutes ces int^grales^ Iranscendantes nouvelles, sont en general 
distinctes. II peut cependant arriver que I’une d’elles soil une combi¬ 
naison des autres et des fonctions Iranscendantes dlemeniaires. 

On designe sous le nom d’inlegrales de premiere espfece les inte- 

grales ( 4 ^) pour lesquellesrexposantA estinferieur ^ ^ ^ inte¬ 

grates de seconde espfece cellcs pour lesquelles Texposant est supe* 

rieur ou egal a ^ — I. Nous verrons que si Ton int^gre j 

premieres seules reslenl finies quand la limite d’integraiion x aug- 
mente indefiniment. 

Application. — Si X est du second degre, X = ocx^ + + y, 

les integrales du dernier type se rdduisent h une seule j 
Celles du premier type a I’int^grale 

dx 


/ 


{x — a)v/X 




Dans le cas actuel ces dernieres se ramenent aux premieres. 11 
1 

1 

1/2 ' 


suflit de poser x — a — . L’inlegrale devient 




y “^y) 

=r 


r-i 


v/(ay-hl/ 


dy 

■2J4y(ay-i-l)4-Yy^ 


.. * [y 

\/my- -t- 2ny 


Quant h la premiere, 
dx 


h 


H- -Hh Y 


=/ 


dx 
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par till simple changement lineaire. de variable, si ct est posilif 
on a ( - et si cf. est n< 4 eatif on a / —qui sont rcspec- 

J -^-k *’ J sjli" — ‘ 

.30 

iivement egales a arc sin j- et a h{x 4- \/x'^ 4- fc). 

Dans le cas g^niral, si X est un poly name de degrd pair 2 />, on pciil^ 
par une transformation, ramener le poly name sous le radical a cl re de 
dcfjrd 2p — 1 . 

Soiten eiret^a une racine quelconque de X =: 0 de sorte que 

X = (a? — (Xi de dogre 2/) — 1). 

1 

Posons X — a = ^ . Le poljn6me sous Ic radical se Ira ns- 

forme en 

On pourra faire sortir et il reslera sous le radical un polynuine 
de degre 2p — i en z. 

Inversemenl si Ton a un polvnome de degre impair 2p — 1 , 

1 . r 

faisons la transformation x = I’int^grale I R(x, v'X)(/,r 

devient 

-/"(jVHD)?- 

Or on pout ecrire 

x(l ) = X,W = = X 

Xj dtant de degre 2 p — 1. 

En faisant sortir z^p on a bien I’intc^grale 

bi(z, \/\2(z))dz 

Xg == sX^ 6lant de degrd 2p en z. 


Cas oil X est du troisiime ou du quatriime degr6« — Si X est 
du troisi^me degr^, on a deux integrates du deuxieme type 

cdx 


/ dx rxdx 

j 7 x 
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On les appellc inlegrales elliptlques, car dies se sent presentees 
dans le probleme de la rcclificalion de Tell ipse. 

Si X est du quatrienie degre on pent, d’apres la reniarque preco- 
dente, etre ramene au cas ou Ton aurait souslc radical im pol3’ndme 
du troisieme degre. 

I 

Inversement si X osl du troisieme clogrt^, la transformation x = 
transformera le polyn6nic sous le radical en un polyuionic du ([ua- 

to 

trieme degre. On a done avec un poljnome du quatrienie 

degre, les deux inemes transcendanles nouvelles, les int< 5 grales ellip- 
tiques, que Ton pent etudier suit eii pro.uanL pour X un polynoine 
type du troisieme degr( 5 , soit un polynome t\^pe du quatrieme degre^ 
Dans le cas ou X esl du quatrieme degr6, on pouvait cependant 

p 

remarquer qu’on aurait dii introduire qualre transcendantes 

nouvelles 


f'dx 

r xdx 

f'xhlx 

Ot ' 

r dx 

} v/X’ 

J v/ x’ 

J v/X 

J (a- — a)v/\ 


Mais nous verrons qu’une combinaison dcs qualre integrales se 
reduitaux fonclions transcendantes elenienlaires. 

Nous avons obtenu les r( 5 ductions des integrales sans elTectuer 
de changement sur la variable independante : nous pouvons obtenir 

des reductions nouvelles a une forme normale par un chan¬ 

gement de variable, eii parlant soit (run polynome du quatrieme 
degre, soit d’un polyn6me du troisieme dcgrij. 


Reduction a la forme normale de Legendre. — Nous aliens mon- 

Irer d’abordque Ton pent parun changement de variable rame- 

ner le polynome sous le radical a etre un polyn6nie bicarre^. 

Faisons en elfet la transformation rciclle 


X 


_ p -j- ql 

^ I hi 


d’oii 



n, d^signant deux nombres reels que nous determinerons. 

Si a, 6, c, d sont lesracinesde X(ap), les racinesdu polynome 
transform^ seront 
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Nous supposerons X coefficients r6els. Les racines a, b, c, d sent 
done r^elles ou iniaginaires conjugu^es deux .4 deux. Dans ce cas 
nous supposerons a, b conjugu^es d’une part, et e, d d’autre part (s il 
y a lieu). 

Si lea racines sent r^elles nous supposerons a<6 <c<dou 
plus g^n^ralement nous supposerons que les couples a, b etc, d 
ne s’enchev^trent pas. 

Pour que le polyndme transform^ T soit un polyndme bicarr6, 


T t • 

il faut par un choix convenable de p, q, que Ton ait par 
^xemple 

4- t.2 = 0, t-i -f- ^4 — 0 

c est-5-dire 


“JZL/' + LtJ == 0, " ^ = 0. 

q — « q — u ’ q — c (j — Cl 

Ce que Ton peut 4 crire 

(p + 9)('^ -h b) — 2{ab + pq)z^0 
ip ‘0 — 2(c(l pq) = 0. 

D’oil 

2(ab — cd) _ ab(c ■+■ d) — ed(a 4- b)^ 

P ^ — a -I- 6 — c — d’ P‘l ~~ a ■+■ b — e — d 

P 

On voit done que /), q sont les deux racines d’une mfimeuiua- 
tion du second degre 


^(1 ^ ' c — ci)U* — — cd)U 4- Qb{^c 4- d)’ — cd^ a 4" b) — 0. 

6 

Celle equation a loujours ses racines reelles dans les condi¬ 
tions ou nous nous sonimes places ; le discriminant est en effet 


= (ab — edy^ — (<? -h b — c — d)[ab{c 4- d) — cd{a 4- bj], 

p 

On voit qu’il s’annule si Ton y fait par exemple a = c. On 
peut alors facilement I'dcrire 

A = (a — c)(rt — d){b — c)(6 — d). 

lU 

Si a, 6, c, d, sont reels et ne s’enchevSlrent pas, e’est ii-dire 
si 

a<6 <c<d ou a <. c C. d <. b 


le produit cst positif 
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Si a et 6 sent imaginaires, les facleurs a — c et 6 — c sont irna- 
.ginaires conjugues, le produit est posilif. 

De inline pour {a — 6) et (6 — d). 

On voit done bien que les racines p el q sont r6elles. 
p el q 6tant ainsi choisis, le polyn6me T sera done bicarr6 de la 
forme 



A(£» + X )(£2 

+• f^). 


'integration j 

R(f, \/T)dl introduira les transcendantes 

c ^ 


IMI 

r ''' .. 

J n/T 

J v' T j 


J {l — a)v/T 


Mais on constate aussitdt que la secondc, par le change- 

ment de variable = a n’introduiraquelesfonctionstranscendanles 
^l^mentaires. 

to 

En faisant les transformations inverses, on voit bien qu’il 
doit y avoir une relation entre les int^grales 

dx r xdx r c^dx ♦ r dx 

J J J 7^' J {x^aWl 

et les transcendantes ^lementaires 


Relation gfoferale entre les auatre integrales. — 11 est du resle 
facile d'^tablir celte relation sous la forme gen^rale. Pour Tobtenir 
rapidement, considerons Tintegrale 




da 


y/au* + Y 



(v = y/'au® -t- -f- y)- 


Si par example a > 0 , on a 

I = — L(jtu — V»)- 


Faisons la transformation « = On obtiont 



_ t£t __ 1 

\/al* -h '2fl^ -f y “ v^a 




V v/»). 


Faisons encore la nouvclle tranformation 




X — p 


q — X 




D’ou 
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Le radical deviendra 

2^{x — pYiq — x)’ 4 -y(7 — __ X ^ 

{q—xY ■ (7 — ®)*' 


I 

On pent iWidemment disposer de a, fi,p, q de mani^re 

(|ue X soit un pol 5 'n 6 me quelconque du qualrifeme degre. 

L’int^grale deviendra 


(7 — P) 


J (7 - *.iv/X 


i a{x — />)* -+- Piq — a:)* 
dx _ — L (7 — 4’' 


V/Xv^a^ 


Kile n’introduil done que les Iranscendantes iSl^mentaires. 
?! 

Or celte integrale s’ecrit 


(7 




J 

\/X 


dx. 


l^lle cst done ogale k 

(7 - /') [- '• —(7 — P)U]- 

(0 

On a done bien tine relation, au moyen des Iranscendantes 
(jKnnentaires, entre Ii ot I 4 


!,+(,_ ,,)l, = - ■' L 

y'jfl/y — />) (7 

k* polvn6me X ayant ote mis sous la forme 

X = 3 c(x — -h — 7)^ H" Y^7 — •'^jk 


Suite de la reduction. — Nous allons elVoctuer une nou- 

velle Iransformation du polynume sous le radical 



A(r-* -t- a)(P 

-f- ?) - T. 

Posons 

-4- ;j.. 

dl-rr-. 

v/>:* -h |Ji 

On oblient 


dl 


}xdz 

S/T " 

\/ A(Xz‘-* 4 (x) (Xj2 4 |jt 4 ot) \Xz^ 4 |J. 4 p) 


Nous ecrirons pour plus de sym^trie le radical sous la forme 

A(X^2 H- -4- ati) (Xe^ -f- jx 4- Ota) (X^2 -h fx 4 as), 

Vuue des quantiles a ctanl nulle. 
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Soit 


^1 




Si A !> 0 nous poserons |jt + — 0. 

Alors 

;x -hot,= — 3% |i 4- xj = — /i®. (/l2 < g-^) 

Si A < (► nous poserons 


fx -h 3) = 0, IX -+ [X^, (X -1- aj = 3 ®. (A- < 3 ®) 

I^e poIyn6me sous le radical s’t?crit done 


A(Xz‘^ _ A*) (Xz‘'* — 32 )X:^ 
ou 

A(X2-! 4-. ,x2)(X2» 4- f)lzK 


Nous clioisirons dans ce deuxiome cas X in^f'alif. Le polyndine 
devient (X = — X') 

— A(X'2-‘ — A2){X'2--‘ — g-^)l'z\ 

0 , 10 

Dans les deux cos, cn faisant sortir du radical ou 

-y/~7ix', le radical se reduit a 


(/r <r/n 

Posons enfin 

l = li\ = C/*"<1) 


Le polyn6me devient 


h\z^ - 1 )(aV^ - J.!) = - 1 )(AV^ - 1 ) = J ‘(1 - z ^)(1 - AV). 

R 

(Jn a done Ics trois integrales (dliptiques.sous lour lorine 

normale 


ii 


p dz 

Jo v/{l -V) (l - 


,v 

J« 4/(1 - 





z^d: ^ 


en choisissant les integrales qui se reduisent a zero pour .i* — 0. 
/c(< 1) s’appelle le module. 

Bemarquons enfin que la troisienie pout s’dcrire successiveinent 


/ 


dz_ 

(; — a)^/l 
Carbus. ~ 


_ r z 4 a dz _ r zdz 

~ J s/Z J (z> — a^)v/Z 

Cours de Calcul diS^rentiel et integral. 



dz 

— o»;v/Z 
22 
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P 

La premifere se ramene aux transcendantes fel^mentaires. 

On n’a done h consid(5rer que la deuxieme que Ton pent <5cFire 

/**___ _, 

Jo (1 h nz^)</(i — 2*)(1 — kV) 

en choisissant I’intdgrale qiii se r4duit & zdro pour x = 0. 
n s’appelle le « paramfetre de distribution >>. 

Si on fait la transformation x = sin la premifere devient 


Jo v'l — sin’ 9 


C’est I’integrale de premifere espfece de Legendre. 

(iontrairement fe noire notation, Legendre appelait intfegrale de 
deuxieme espfece I’integrale 


Or on a 


J, r= I \/\ — k® sin'* ipd'f. 

'■ Jo 

I _ C'i sin’ isdtf _ 

^ Jo I\/l — />•’ sin’ 9 


On en deduit done 


,Jo v/1 — sin-* 9 




Si, inversement, de la relation 




,h 

v/(l - - k’.-o’ 


on .dfeduisail x on fouction de u on obliendrail la fonction elUptiquc 
(jue I on dfesigne par la notation x = snu, qui se reduit a sin u si 


k = 0 . 


Applications. — Longueur cT an arc ({’ellipse. 

Soil 

® = a cos 9, y — b sin 9, 

la representation paramfetrique d’une ellipse. La longueur d’un arc 
fe.lfemenlaire de courbe est donnfee par 

ds’ ~ (a’ sin’ 9 + 6’ cos* 9)4/9*. 
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Or, en designanl par e TexcentricitcS de Tellipse, on a 


tt* “ a* ^ 


Remplagons b par sa valeur 6® = a\i — e®). 
On a 

cf*’ = a®(l —• e* sin* ^)c/(p*. 


Si Ton pose sin f = I, 


, /I — 

- a y I _z-i i 


11 viendra 


ill = a 

v/(1 —<*)(! 


s = a C -= oil - < 26 “la. 

Jo v/(l 

II. Longueur d*un arc de leniniscate^ — Prenons lalemniscate dont 
r^quation en coordonn^es polaires est 

, Tir , ^ 2ci» 

p == a v/cos 2(p. p = -- —.- • • 

^ ycos ^9 


1 — 6^/2 


,/?*■+ p*(/:p* = a* (V -f) = cos 


c*est-fi-dire 

ds — — _ (h 

y/cos 2^ 

si nous laisons le cliaii^reinent de variable 


y/2 cos cp = f, — sin cp </<p = <//. 


On obtient 


a dt 

ds = rr — - - X —,7^-’- 


y/f— y/2— 

L’arc s est done donn6 par une integrale de premiere espfece 


= ± f— - = 

\/2j y/(l-t*)(l-|<*) 


Reduction d la forme noimale de Weierstrass. — De m6me, si le 

a 

polynOme sous le radical est du troisifeme degr^, on peut.par 

la transformation x==^ay + b, faire disparaitre le terme du second 
degrd et faire en sorte que le coelficient de y soit egal & 4. 




340 COURS DE CALCUL DIFFERKNTIEL ET INTEGRAL 

Nous ddsignerons le polyndme ainsi transform^ par la notation 
X = 

l{t I on aura Tintegrale de premiere espece 


C'‘ dac 

~ga — g. 


en prenant une limite inferieure infinie (I’intcgrale existe). 

Inversement, si de cette relation on deduit x en function de n, on 
a une fonction que I'on d^signe par la notation x*=:=/)(m). Cette 
fonction esi telle que Ton a 

d(i __ 1 

<lx ‘ — ijui' — - [/a 

Kile satisfail done a r^qualion (lillerentielle 

p'i{u) — 4//‘(a) —g^pin) — (ji. 

Application. — Mouvement du pendule simple. 

Al)an<l<>nnons un pendule simple de longueur t sans vitessc 
initiale a une hauteur Xq au-dessous du ' point de suspension ; 
<J 2 

le iheoreme des forces vivos donnera 

--=r 2(j{x — ac,,) 2f//(cos cp — cos ^o) 
en designant par rf Tangle de OM avec la verlicale descendante. 


Or on a 

1 

Done 

l‘^2 = \/'2<jl{,cos 9 — c 

D ailleurs 

X — 1 cos <p, dx = — 

D'ou 


,/o — _ 



Par suite 

dt = - - - 


\/2g{x — Xo){i' 






X — 

^-3 


4 “ 




Posors 
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t est done donne par la fonction elliptique sous la forme normale 
de Weierstrass. 

Reaiarque. — Si Ton a Tinte^jrale sous la forme de Legendre 
I. = c 

J v/(l — X*) (1 • - k^x^) 

Faisons le changement de variable as* = t, on obliendra 
/*1 dl 

J 2^,(1 _/£*«)• 

Le polynAme sous le radical est done ramene a un polynome du 
troisieme degre que Ton pent meltre i son tour sous la forme 
normale de Weierstrass. 


Integrates pseudo-elliptiques* — II peut arriver que, dans Tintd- 

grale I R(aj, ^\)dx ou X est un polynome du troisieme ou du 
%/ 

quatrieme degrt5, les integrates elliptiques 



rxdx 

r.rV.r_ 

r ih 

' ^/x 

J v/x’ 

J Vx 

j (x — a) y/X 


disparaissent du r^sultat final qiii s’exprime , done simplement au 
moyen d’une fonction rationnelle et de transcendantes elementaircs. 
On dit dans ce cas que I’intc^grale est pseudo elliptique. 

Gonsiderons par exemple 

J= 

J + I 

a, Oi 

Nous appliquerons les fortnulcs do reduction des int(?grales 

j '* T* 

y/x’ -f- 1 

En prenant la d6riv4e de cc* y/a:® + of* obtient 

(a/ ex"-’ 
2\/x^~-^ I -f- 1 


Da*- \/x^ -h I ~ 


2kx^~^(T^ -f-1) 
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En integrant on a done 

Et par consequent pour /c = 1 

5 I 3 "f* 21 ^= 2tX ^ -j- 1 . 

D’autre part 

—3L= f - 'p—L dx = — 2 v/^n^i. 

^ J v/a:» -t -1 

to 

On a done 

J = 0 I 3 —" 312 7 +“ 21^ = *2(x — I) -f- i. 


Vn. — INTEGRATION DES EONCTIONS TRANSCENDANTES 


Un cus immediat d’int^gration est celui ou la fonclion x peut se 
mettre sous la forme 

R(<p(x)) X f\x)dxy 

? 

en d^signant par R une fonction rationnelle. II suflit de poser 

(p(x) ==: I pour etre ramene i I’integrale U(l)(U, 

Application. — Soit Tintegrale R(e^^^)ilXf R d4signant une 
fonction rationnelle. On peut I’^crire 


J R(«»“)dx = 




me”^^dx : 


=/"• 


{e”‘-^)de” 


Rj d^signant une nouvelle fonction rationnelle. On peut done 
poser e'j* = i. 

11 en est de m^me d’une fonction rationnelle de sin x, cos x, pour 
laquelle on fera dans le cas gdn^ral le changement de variable 

a; 

tg 2 = Nous avons d^jk dit qu’on aurait un rdsultat plus 

simple dans les cas suivants ; 

Si la fonction est impaire en cos x c’est-4-dire de la forme 
cos X X R (sin j;, cos^x)dx, on fera le changement de variable 
sin X — t. 
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De mfiine si la fonction est impaire en sin x, on posera cos x = t. 

Enfin si la fonction est paire en sin x et cos x, c’est S-dire ne 
depend que de sin* x, cos* x, ou sin x cos x, on fera le changement 
de variable' tg a = <. 

Si la fonction rationnelle se r 6 duit un polynfime entier en 
sin X et cos x, on sail qu’on pent remplacer un produit quelconque 
de ces lignes trigonom^triques en fonction lindaire des sin et cos des 
arcs multiples. 

Considdrons par exemple I’intdgnde 




COS X X cos 2 a? x cos 2xdx, 


On 


cos X • cos3a: = (cos 2a: 4 - cos lac) 

I 1 

cos a: cos 2a: cos 3a:(cos^ 2a;-f- cos 2a* cos "lac) ^ 

L’intdgrale est done dgale 

1 /sin 6x sin 4 a: sin 2x 

4 (-tr + -- 4 - -‘2- 


(cos 6 a; 4 - cos \x 4 - cos 2 a; 4 - 1 ). 


4“ X I 4“ CiOnst, 


Nous avons d’ailleurs deji etudi 6 les integrales 


I 



sinPa; cos^xdx 


meme dans le cas oil p et <7 sont quelconques. 


Integration d’une fonction entiere de a;* d^exponentielles, et de 
lignes trigonom6triques. 

do C P(ac)«Wa;. 


En integrant par parties, on obtient 


I = 


( 


P 

a 


P' 


P" \ 

• • • /• 


Remarquons que cette formule qui ne fait pas appel k la notion d in¬ 
tegrate de fonction de variable complexe reste valable m^mesiaest 

“ir 

imaginaire, la deriv 6 e de c®® 4tant 
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2® I • •. sin aar, cos par,* • •)dx, 

kJ 

TZ 

On pent evidemment supposer a, /5, • • • eniiers S'ils dtaient 

fractionnaires de plus petit d^nominateur coinmun d, il suffirail de 
poser X dt. 

Chaque terme de P est de la forme 

xj,.|jL^wj;p^ (sin 0 *, cos x) 

Pi designant un polynome, en remplagant les produits d exponen- 

tielles par une exponentielle unique et groupant tous les termes eii 
. a 

Or a son tour le polyn6mc \\ pourra se decomposer 

en une somine de termes de la forme 

A cos px H- B sin px, 

0 ) 

On est done ramene a calculer les integrales 


I =Z J COS pxdx 1 = sin pxdx, 

l^’aisons la coml)inaison dcs inl6grales de variable reelle 
I -t- ij = (cos px 4- i sin px)dx ~ j' ^ 'dar. 


o„a, 


D’apres la remurque faite ci-dessus, celte integrale eslcgale a 




x\^ lix\^ |i( p ‘— 

m 4- ip (ni 4 - ip)^ ('a ipY 


•1 


. . . . r.r!^(m — f» jjix;'--'(m — if>y 1 

(cos ,. 0 - + t sin p.v) [ -rjjT-pi! -- („X:rpr~ ■ r 

p 

Le second membre se mettra done sous la forme A + Hi. 
On aura 

1 = A, J = B. 


30 Integrates de la forme J e'«R(x)(/a!, Rx d^signantune fonction 

rationnelle. - v 

Nous allons faire la reduction de ces integrates. 11 est 

nalurel a cet elfet de faire sur la fonclion rationnelle R(x) les memos 
transformations que celles que nous avons dej& faites. [jH fonction 
peut se (tecomposer en une partie entifere E(.r) et une nouvelle frac¬ 
tion rationnelle de m^me denominateur, le degr4 du num6rateur 
^tanl moindr^. 
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Nous avons dejJi vu TinWgrale e^^E(a:)dx, 

On pent done supposer que dans la fraction rationnelle, il n’y a 
pas de partie enti^re. On pourrait reduire Tint^gration k des int(5- 


grales de la forme 


f gW.a 


mais pour eviter le plus 

longtemps possible la resolution d*equations algebriques, nous 
decomposerons la fraction rationnelle sous la forme 


R(X): 


Ai 


A. 

XI 


A,. 

X'f 


Ic denominatcur X ayant ete decompose eii 

x = x„xj... x: 

(Xi, X 2 , Xk, . .. etant les facteurscorrespondant aux raciiies simples, 
doubles, etc...) 

^ . f* Afi***'^ 

On est done conduit h des integrales de la forme I - dx, 

X n’ayant plus que des racines simples. 

a 

X et X' etant premiers entre eux, on pent determiner des 
polynomes M, N, tels que 


MX NX' = 1, 


= “A H. 1'. 

X'^ X'' ‘ ^ 


f 


Or 

NA 4-(NA)'>/a;. 


Finalement 
A 


/ 


e’”'»dx —- 

A’* ft 


X"~'NAe’”'' 


ijxn-i 1(«- + (NA)'Ha-. 


C’est une formule de recurrence qui permet d’abaisser suc- 
cessivemeht d’autant d unites (ju’on le veut, jusqu’a n = 1, Texpo- 
sant de X. (Remarquons que pour ces reductions successives, 
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les facteurs M, N resteront les monies), 
resultat de la forme 


On aura done un 


J' p H- I ■+■ J'% 

X, ift, t’ d^signant trois polyndmes. 

En opdrant de m4me sur les autres termes de la ddcomposition et 
rdduisant toutes les parties correspondantes, on aura 

1® Une partietoute intdgrde de ddnominateur Xs "Xl-XI .. ■ = D 
c’est-4*dire le plus g. c. d. de X et de X'. 

2° Une inldgrale ^{x)e”^dx, if dtant un polyndme. Le rdsuUat 

c/ 

est de la forme 

3® Une intdgrale portant sur une fraction de ddnominateur 


Xi Xj • • 


e’est-d-dire le quotient Q ~ • 

On peut dcrire 


J* R(a;)« 


^(x)e”‘-° -f- 


f3fC(x) 

J Q“ 


8, 3*, ^ ddsignant trois polynAmes. 

On peutd'ailleurs supposer que la partieentiere de p a et^ englobee 

dans de meme que Tintegration de la partie entifere de ^ de sorte 

que 8, ^ sont respeclivemenl de degre inferieur 4 Q et a D. 

On pent alors monlrer que I’int^grale nepeut etremise sous 
cetle forme que dune seule nianiere. 

8 

Supposons en effet que Ton ait une deuxieme forme avec 
des polyn6mes g', En comparant les deux rdsultats, on aiirait 

une identit<§ de la forme 

(d l'^<^'”‘'dx = 0 (E = 8 —= 3'',H = 3C —2%'). 

En d^rivant et divisant par 
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k 


p 

E 4tant de degr4 inferieur 4 D, H de degr4 inf4rieur 
Q, ' D’ Q done pas de partie entiere. 


II est done n4cessaire que le polyn 6 me P + /nF soit iden- 
tiquement nul : F lui-m4me est done identiquement nul. II reste 
done simplement 


8 . 



E 

0 



En efTectuant et multipliant par g, on obtienl 




E' D' HD 

E “ D Q E 


= 0 , 


Soil un facteur {x — a) de D, d son degre de multiplicity, 
1 son degrd dans Q, Supposons qu il soit facteur de E au degr 6 ^, de 

H au degre h, Dans la somme g terme 

H D 

si ^ ;zf (/, il faut done que g £ contienne x — a au degrd I aud 6 no- 
minateur, e'est-a-dire que 


1 + c = h -4- d 4- 1 e = h “h iL 

O) 

Si done e ^ d, e est au moins ^gal a d. Done E contient tons 
les facteurs de D avec un exposaiit au moins ogal. E serait done de 
degre sup^rieur a D, ce qui est contraire k rhypothese. Si Ton avait 
e = d^ E serait encore de degr^ au moins ^gal a D. 

La dycomposition sous la forme que nous avons indiquye n’est 

p 

done possible que dune seule manidre. Il en rcsulte que Ton 
peut poser a priori 


J* R{x)e^^dx = 4 - 




En dyrivant on aura 


^ (u) + D ■*" ® S ■“ X’ 

En multipliant par X = DQ il vient 

A — 8 'Q — 8 - 1 - mQS -t- (9* + mP')DQ + 
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^ 4tant entier, on aura en identifiant les polyndmes des deux 

membres, le nombre d’^quatiousndcessairesetsuffisantes pour deter¬ 
miner les coefficients des polyndines 8, , K, dont on connait une 

limite superieure des degres. 

On est done finalemerit ramene k 1 integrale / H(x)e^'''clx. 

*/ 

* La fraction q se mettant sous la forme d’une somme de 

termes-on a i considerer les integrales I - _ ^dx. 

X — a J 

On demontre qu’elles ne peuvent s’exprimer k I’aide des fonctions 
elementaires connues. 11 est done necessaire d’inlroduireunetrans- 
cendante nouvelle. A cet effet posons 
m{x — a) = t, 


L’integrale devient e'"* | ^ di ou enfin en posant ef — u 

J l-W 

k un facteur constant pr6s. Cette integrale s’appelle le logarithme 
integral de a. 

C’est la seule transcendante introduitc par 1 integration 



4“ Integration des fonctions E(i/:, log x). E d^signant une fonc- 
tion entiere. ^ 

**’ ^ Chaque terme est de la forme x’" log" x. bn integrant 

par parties 




Le calcul de est done ramend a celui de De 

proche en proche on arrivera au cas oil n = 0, c’est-i»-dire a 


r% 

J x*^dx = 


m -h 1 


Le r(*sultat est done de la forme 

I X), 
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SOMMAIRE. 


Int^grnlfis gMiralisees : Fonction discontinue. — Champ infini. — Applications. — 
Cas ou la fonction change de signe un nombre infini dc fois. — Cas romarquable 
xd.r 


r 

Jo 


1 f- sin* X 


Derivation — InUgration sous le signe. 

Generalisations : Intc^gralcs uniformc^rnent convergentcs avec oscillation du param6tre. — 
C.as oil la fonction dcvient infinie. — Condition pour que la d^rivde d’une limito 
boit ^gale k la liniitc de la derivi^e. — Cas ou les points do disconlinuite dependent 
dll parametrc. — Applications. — Integration sous le signe ; champ infini. 
Determination (Viniegrafes tiejinirs — Applications diverses : Formiile dc Wallis. — 


/ e — / log (1 -- - 2oix -h aL^)dx. — f ^ ^ ^7* 

J\) Jo 

F(j?) (1 — pQg zxd: : t: eat incommensurable. 

Integration sous le signe ; Applications. 


Nous avons dufini riiitegrale f{x)dx comiue la limite de la 

soinme lf{ck) (ar;t+i — Xk) quand on a partage I’inlervalle ab en 
iiiLervalles partiels, tendant tous simultanement vers zero, sous les 
conditions suivantes : 

S .... 

la fonction f{x) est continue dans tout Tintervalle, limites 

comprises; 

2® le champ d’integration, c'est-a-dire les limites a, b sont finies. 
Nous allons gen^raliser cette notion d*integrale au cas oil ces con¬ 
ditions ne seraient pas rtJalisees. 
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Cas oil la fonctlon est discontinue. — Tout d'abord si la fonction 
est discontinue pour la valour a; = b seulement, en supposant b'> a, 

V 

on pent d^finir Tinlograle 


X h — s 

f{x)dx. 


Cette integrate sera une certaine fonction de a, b, i, F(a, b,i). 
Si ce r^sultat a une limite finie et bien d^termin^e quand s tend vers 
z4ro, cette limite sera par definition I’integrale 


I'^b nb — 6 

I J\x)dx =\imzizzO I 
Ja ‘ J a 


De m^me si la fonction est discontinue pour a; = a, nous appel- 
lerons Tint^grale 

f fi^)dx, 

J a 

la limite, si elle existe pour e = 0, de f{x)dx. 

t/(l -f E 

Si Ton connait une fonction primitive F(a?), dans le premier cas 
par exemple, Ic r^sullat est de la forme 

F(6 _ e) — F(a). 

(p 

II suffit done de voir si F(6 — e) tend vers une limite d6ter- 
niinee quand s tend vers z6ro. 

Exemple. — Soit Tint^grale 

1 = f ^4- 

J-ia-' 

S 

Une fonction primitive est 


F(^a;) = -+- 3*^ 


= 

J-f. 


:3 —3e^ 


dont la limite est 3. 

Si la fonction est discontinue en un point c compris entre a et A, 
a 

nous pouvons par les definitions prdc^dentes, definir separement 


j f{x)dx, f{x)dx. 
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Si chacune de ces integrales existe separ^ment, par d^Rnition, 

rint^grale f{x)dx sera la somme des deux limites. 

^ Plus g(5n6ralement si f devient infinie en plusieurs points du 
champ, c, rf, «!,••• nous decomposerons le champ en intervalles 
partiels par ces points de division intermddiaires. Si chacune des 
intdgrales partielles existe, Tintegrale sera la somme des rdsultats. 

Comme on le voit, et par cette definition meme, la propridte 

d’addition des intdgrales est maintenue, quels qiie soient les poihls 
de ddcomposition. 


Cas d^existence* — Nous sommes ameries a rechercher dans 

. . . 

quel cas la limite I f{x)dx existe, quand par exemple f(x) devient 

t/ a -f- £ 

infinie a la limite infdrieure. 

Nous considerons done une suite de valeurs s', s", £p, £- 7 , • • • 
tendant vers zero d’une fayon quelconque par valeurs positives etles 

^2 

intdgrales correspondantes I(s), I(£'), • • • Pour que ces inld- 

grales aient une limite il faut etil suflit que la dillerence l(cp) — I(£^) 
tende vers zero quels que soient p et q. Or cette difference est 


c‘est-i\-dire d’une fagon generate 




I + 


: elle doit tendre vers zero 


quelle que soil la maniere dont € ct s' lendent vers zero, 

Tn^iOR^iAJE. — Si riiMfjrale | | J\x) | dx, exisle il en est certalne- 

Ja 


ment de mime de Cintigrale J f(x)dx. 


Car 


j ra -f t* na -f e' 

I /(ac) \dx> I f(x)dx 

<!"{"£ %J 0i-\- Z 


si par exemple e<£'. Or la premiere integrate tend, par hypo- 
thdse, vers zdro. 
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La condition n’est pas n^cessaire. II pent arriver que I'inte- 


grale / f(x)(lx existe sans qu’exisle I | f{x) | dx, 

fj a J a 


— S/, poar des valeurs de x voisines de a el siipirieares 
da, la fonciion J\c) esl injlniment grande d*un ordve d^lermM ot par 

1 

rapport atinfininient grand ^ 

Si a <C #, tiniegrale cxisle , 

Si rx > i el si, de plus, pour ces valeurs, f\^x) conserve an signe 
constant, alors scnletncnL on pent affirmer (jue finidgrale n exisle pas. 
Dire (jue la fonction J\x) est infiniment grande d’ordre a par 
1 

rapport h c’est dire que le rapport 

/~'^rV = «)“/(»■) ?(®) 

\x — a/ 


reste compris entre des limites fiiiies, et si ce rapport a une liniile, 
cetle limite ii'est pas nulle. 

Si 

Supposons a <; i. DtWgnons par M la plus grande valeur 

ahsolue do f{x). On peut ecrire 



7a-4 5 (X 


~ -:M^)dx 


< M 


.,.r 

J-I + E (x - «)* 


Or celle derniere int^grale est 4gale a 



(t) 

Comme a <; 1, le second meinhre tend vers z^ro quelle que 
soit la fagon dont e et«' tendent vers zero : rinlegrale existe bien. 

Si a > 1 et si f{x) conserve un signe constant il en est de 
meme de (f(.x). Designons par m la plus petite valeur absolue de (f{x). 
On aura 




(x — a)* 


dx > m 


p + dx 

Ja\-t (x — a)“ 


en supposant par exemple e' > s. 
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Or cette deuxiEme intEgrale est 

(0 

Puisque a > 1, le second membre, diffErence de deux infi* 
nis indEpendants Tun de I’autre, ne tend vers aucune limite et mSme 
peut croitre indEfiniment. 

• Si a = 1, I’intEgrale Cjst 

dx fi / + r 

j.*. =[••(*—)].+. =‘■T- 

e et e' Etant indEpendants, le second membre ne tend vers aucune 
limite : I’intEgrale n’existe pas. 


Applications. — Soit I'intEgrale 


Jo 


Jo v/(l — X^) {I —k^x^) 

La fonction devient infinie pour a? = 1. On peut Ticrire 


Jo y/r^s/(l -h x) (1 — ¥x^) 

On voit que le produit 

V^l X J(x) = - / ■ ; r - = : 

v/1 -h X\Ji - k^x^ 

tend vers une limite finie quand x tend vers 1; rint6grale existe 
done • 

/ ^d ' 

de premiEre ou 

de deuxiEme espEce. 

8 

Le poljndme X n’ayant que des racines simples a, |3, • • • la 
fonction devient infinie dans le champ pour chacune des valeurs a, 

1 . r^dx 

|3, • • •, mais elle devient infinie d’ordre ^ • I’intEgrale J ^ reste 
done finie. 


Pour I'intEgrale de troisiEme espfece f - -— 

J (x — a) v/X 

Carsvs. — Coun de Calcul diffdrenUel et integral. 


, la fonction k 
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int^grer devient infinie d’ordre 1 potir a : Tint^grale n existera 
done pas pour tout intervalle renfermant a. 

Remarqubs. —I. Le lh6orfemepr^c6dent suppose quela fonction est 
infiniment grande d’un ordre d6termin6 a pour a; = a ; TinWgrale 
existe certainement si a < i, c’est-Si-dire si 


(x — a)^f(x) = (p(x) 


reste compris entre des limites finies. 

Si pour un certain exposant a moindre que 1, ce produit a pour 

limite z6ro, TinWgrale existera h fortiori. 

Exemple, — Prenons Tintegrale 


log xdx. 

$ ... . , . 

Log X n’est pas un infiniment petit d’un ordre determine si 

petit soit-il, par rapport a x ; mais par exemple log x tend vers 
z4ro lorsque x tend vers z6ro : I’int^gralc existe done 



I = ^a; log * — = — 1 

puisque lima;=o cc log a: = 0. 

II. Lorsque la fonction devient infinie pour la valeur c de Pinter- 
valle, I’int^grale J* est, par definition, la limite de 

—e nh 

Ja + 


il faut que cette limite exisle quelle que soil la fa^on dont e et s' 
tendent vers z6ro. 

11 peut arriver que la limite, sans exister dans ce cas gdn4ral, 
existe lorsque Ton fait tendre s et e' vers z^ro d’une manifere parti- 
culifere. 

Consid4rons par exemple I’inUgrale 

? 

La fonction 4 int^grer devient infinie pour x s 0. Nous 
devons considdrer les integrates 


J-i ® 
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Pour la liremi^re^ si nous faisons le chaqgement de variable 
^ am — x\ elle devient 


La deuxidme est 


r^^- = - Le'. 


La somme des deux int^grales est done L^, qui est ind4termin4e 

quand e et e' tendent vers zdro ind4peiidamment Tun de I’autre. Mais 
si nous assujettissons e et £' & la condition s ss kt', k 4tant une cons- 
tante, la somme des deux int^.grales aura pour limite hk. Lorsque 
en particulier k=ai, on obtient ce que Cauchy appelait la valeur 
principale de I’int^grale. Dans Texemple prdo^dent cette valeur 
principale est LI am 0. • 

Cas oil le champ dMntigiation est inflni. — Supposons mainte- 

nant que le champ augments inddflniment, Tune des limites b par 

a 

exemple augmentantinddSniment par valeurs positives. Nous 

pouvons ddfinir J f{x)dx, quelque grand que soit p : le r^sultat 
d^pendra de p. 

Si ce rdsultat F(p) tend vers une limite finie quand p croit 
inddfiniment, cette limite sera par d4finition^ /{x) dx. 


De mfime si la limite inf^rieure tendait vers — oo. 
00 


X + ... , P 

J{x)dx sera la limite, si elle existe, de I J{x)dx 

-oo J — q 

lorsque q et p augmentent ind4finiment, ind6pendamiheni I’un de 
I’autre. 


j (^+00 ^+<0 

ou I existe 

a 00 


OU a un 


sens. 


Exemple 
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Lorsquepatigmenie ind^iinim^nt, le second membre tend vers - 
done 


De mSme 


Ja 


Si p augmente ind^finiment 


r* dx _T 

L i-hx*-r 


Au contraire pour a positif 


X'7=k=''S- 

Lorsque p augmente inddfiniment, le second membre augmente 

X +<»dx 

— n’existe pas (est infinie). 

Gonime on le voit, lorsqu'on connait une fonction primitive de 

X -}- 00 

J{x) dx existeou non. 

Donnons 5 p une suite de valeurs quelconques p, p^, • • • p» aug- 

P 

menlant ind4finiment. Pour que F(p) ait une limite, il faut 

et il sufbt que la ditference de deux quelconques des valeurs 
F(p*) — F(p/), c’est*i-dire d’une fagon g4n6rale ¥{q) — F(p) tende 
vers zdro lorsque p et g augmentent indeCniment ind4pendamment 
Tune de I’autre ; 

Or cette diffdrence est I f{x)dx. 

C’est cette iat4grale qui devra tendre vers z4ro. 

X 4- w 

|/(a;),ldx exisle, il en esl de mime 

/'+» 

de J ' J{x)dx, 
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Car si 7 > p 


jp t/p 


et par hypothfese le second membrc tend vers zEro. 

' 1 ' . . • 

La condition n’est pas nEcessaire ; il pent arnver que 

f{x)dx exisie sans que I’int^grale J 

existe. 


ThiSor^imb. — Sif pour des valeurs de x sujfisamment grandes. la 
fonclion f[x) est infinimentpetite d'un ordreddtermin^ccpar rapport h -j 

X H- 00 

f{x) dx exislera ; 

Si a ^ i el sU de plus, pour les valeurs injiniment grandes^ la 
fonclion garde wi signe conslani, tintdgrale nexistera pas. 

I 

Dire que f{x) est infiniment petite d’ordre a par rapport k - 


c’est dire que le rapport 

(i) 




valeurs de x suflisamment grandes, les homes etant finies et diffe- 
rentes de z^ro, et si ce rapport a une limite, cette limite n’est pas 
nulle. 

Posons a;«/( 5 c) = 9 (sc). 

(p(x) reste done compris eiitre deux homes m, M. Soit par 
exetnple | M 

V 

Ol 

Si a > 1, on aura 


Or 


ndx_ 1 / 1 

1 1 

f * -M 

I x» at — 1 \!r» — 

/p 

Ip ~ a — 1 ' 

l,pa —Ij.. 


Comme « >• 1, le second membre tend vers z6ro quand p, q aug- 
mentent indEfiniment d'une fagon quelconque. 

Si a < 1 et si, pour des valeurs de x suflisamment grandes* 
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la fonctioii garde nn signe ooiutant, les homes de (p{x) sont dfr 
mdme signe. Supposons-les positives. On a 





a 4tant inf^rieur A 1, et p et g augmentant ind^finiment ind^pen* 
damment Fun de Faulre, le second membre ne tend vers aucune 
limite d^termin^e et pent m^me augmenter ind^finiment. 


Si «sa* 1, I ^ = h 3 ne tend encore vers aucune limite. 

'Jp ^ P 

Ce ih4or&me ne suppose pa& que x^f{x) tende vers une limite 
d4termin^e. 


Cas partiouUer. — Si le produit x^J{x) tend vers une limite bien 
d^termin^e /, finie, dilT^rente de zero, quand x croit ind^finiment, 

Tint^grale existe si a > 1; elle n'existe pas si a ^ 1. 

« 

En effet, dans ce cas, pour des valeurs de x sufBsammeni 
grandes, le pvoduit x*f{x) reste compris ewtre deux liraites m, M 
aussi voisines qu’on le veut de / et par cons4quent de m4me signe.. 


Applioation. — Soit I'int^grale d’une fraction rationnelle 

et soient o^, les termes de degr4 le plus 4lev4 de P(»), OCic)* 
Le produit j an-F | a une limite finie ^ lorsque x augmeqte 

ind4finiment. est done infiniment petit si g > p et e’est alors 
un infiniment petit d’ordre q — p. Si done q — p > 1, e’est-ik-dire 

q"^ p + 2 I’intrfgralte^ existe. II faut done que le degr4 

du d4nomiaateur soit sup^rieur d’au moins deux unites au degrd 
du num4rateur. 

Exemple II. — Consid4rons les integrates hypereliiptiques 


/ 


v/X 


dx. 


& Ung/kt le terose dc degrd* le plus eievd de X, le- 
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produit ^ a une limite lorsque x augmente ind^finiment; 
est done infiniment petit si ^ — m >- 0. Si done ^ ^ 

-.^dx existera. 

« 

Si ft est pair, ft =» 2ft', cette 4galil6 revient E 

m<n' —1. 


Si ft est impair n *= 2ft' — 1, il faut que 

, . i . ^ ^ 2ft' — 1 

n H- 2 1 ^ 2 * 

p, dj 

On voit que les int(Sgrales hyperelliptiques, que nous avons 
appelEes de la premiere espfeee, sont eelles qui ont une limite finie 
lorsque la limite d’int^gration augmente ind^finiment; eelles de 
seconde esp^ce augmentent indEfiniment avec la limite d’intEgration; 
les int^grales de troisi^me esp6ce enfin peuvent devenir intinies 
pour des valeurs finies de la variable. 


Supposons que la fonetion /{sci) se mette sous la forme 

/(x) = 


(p{x) ^tant constamment positive et dEcroissante. 

En appliquant le deuxifeme th4or6me de la moyenne, on peut 
^crire 


f: 


if(x)^(x)dx — 



d 

On en dEduit le th4or6me suivant: 

ThEorEmb. — Si(f{x) cUcroU jusqu’a zdro, et si, quels que soient p,q, 

finidgrale J'^i^{x)dx reste bornie, le second membre tendani vers ziro. 

X +OB 

(f{x)<l({x)dx exiate. 

Une int4grale, qui peut ne pas avoir de limite raais qui rest# 
born4e, conduit done, en multipliant la fonetion E intEgrer par ane 
fonetion dEcroissante jnsqu’E z6ro, E une int^ale qui existe dans 
un champ infini. 
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Applications. — On pent prendre > 1 ( 0 ;) s sin x puisque I’int^grale 


ir- 


sin xdx 


<2 


f{x) ddsignant une fonction quelcohque d^croissant jusqu'a 

X - 4 - 00 

f{x) sin xdx existe. 

Plus g4n^ralement, on peut prendre pour la d4riv4e 

d’une fonction W(x) qui reste finie lorsque x augmente ind^finiment. 
Prenons par exemple 

'r(a;) = sin x* on a [V(ar)]J <[ 2. 

Donc^ 2x cos x^dx reste finie, quels que soient p, q. 

(0 

Mulliplions la fonction k int^grer par —(e > 0) qui tend vers 

X 

z^ro, aussi petit que soit £ ; on voit que rint4grale^ x^ +' cos xhlx 

existe, de m^me que J'^ cos ®*d», bien que la fonction ii int4grer 
puisse prendre des valeurs croissant ind4finiment avec x. 


Gas oti la fonction change de signe un nombre infini de fois. — 
Lorsque la fonction ne conserve pas un signe constant 4 partir d’une 

valeur de x aussi grande soit-elle, I’int^grale I f{x)dx peut exister 

sans mdme que la fonction devienne infiniment petite. Voyons ce 
qui se passe alors : 

Nous supposons que la fonction change de signe un nombre 
infini de fois, pour des valeurs de x sup4rieures k un nombre donn6. 

Soient ocj, Xj* • • • de ces valeurs qui sont comprises 

dans I’intervalle o, p. Partageons I’intervalle d’int4gration par ces 
points de division. Nous aurons 


j rp /•I, rp 

f{x)dx =1 -4-| H-h/=I, 

a Ja Jxi Jxk 


+ L H-1- f 


A+l- 


Ces int^grales sont alternativement positives et negatives. 
Si p augmente ind^finiment, le second membre se transforme en une 
s^rie altern^e. 
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Pour qu’elle soil convergente, il faut et il suffit que les 
inWgrales d^croissent ind^nniment k partir d un certain rang, et 
qu’elles aient pour limite z6ro. 


Exemple .—Soil Tint^grale C — dx. 

Ja ^ 


On pourrait appliquer le th^orfeme pr6c^dent. Demontrons direc- 
tement que Tintdgrale existe. 

La fonclion k inttigper reste finie pour loute valeur de x de 


I’intervalle. Elle change de signe pour toutes les racines de 
sin ax = 0 c’est-i-dire 

I liTZ 

ax = KTZ, X =: -• 

a 

Nous avons done k consid4rer les inl^grales 


I sin ax 


c/o?. 


Faisons le changement de variable 
ax — (Ja — 1)t: == z, 

Les nouvelles limites de I’intdgrale sont z = 0, c = tt 
sin ax = sin (z (k — 1)tc) = ( — sin z 


= (- 


MI) Z 


Z-t- (ft — l)lt 


dz. 


Les int6grales L, U+i, 
tives et n4gatives 


p. if 


ILI -1 I=r 

Jo 


sont done alternativement posi- 


Tt Sin z 
(z fti^(z -h (k — l)it) 


L'int4grale du second membre etant positive, on voit que les int4- 
;grales It d4croissent constaniment. On a d’ailleurs 


sin z 


< 


1 


Z -h (ft — I))! (ft — Ijn 


Done 
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Les inl^grales tendent done vers zdro. 

J ^OB . 

- dx est done finie et bien ddterminde. 

0 * , ^ 

On ddmontrerait de m^me que les integrales j' sis a^dxet 

J eos 0 ^ dx, qui se pr4senient dans la thdorie de la diftraetion, 

0 

existent: la fonetion 4 integrer sin x* ehange de signe pour un 

/ v/(n 4- 1 )tc 

sin a*d»sont 

alternativement positives et negatives et d^eroissent constamment 
jusqu’4 zdro, comme le montre la transformation x® == ( qui ramfene 

2 

-risin tdt, a laquelle on pourrait appli- 
0 v< 

quer le thdor^me pr^eddent. 

Rgmarqug. — 11 faut bien remarquer qu’il n’est pas ndeessaire, 

X -f * 

J(x)dx existe, que J[x) soit infiniment petit, 

lorsque x augmente indd6niraent, e’est-di-dire que la eourbe y =‘ Jx 
soit asymptote it Ox. 

X + 00 

J{x)dx peut exister mSme 

si /(x) ne tend pas vers zero pour des valeurs de x croissant inddfi- 
niment, mdme si f(x) peut prendre des valeurs infinies, et mdme 
si garde un signe constant. (II estalors ndeessaire naturellement 
que /\x) ne tende vers aucune limite). 

X oo . 

X P 

La fonetion /(x) =: r—— g < ■■■ est constamment positive 

X I X SIQ 30 

dans Tintervalle d’int^gration, et on ne peut pas dire qu'ellc tende 


vers z6ro 
finiment. 

a 


puisque par example f(kn) ~ kn, et grandit indd-- 


Partageons I’intervalle d’intdgration par les valeurs 


0, it, 2n, •“ kit 
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et consid4rons les int4^rales 

■•(* + 1)1C 


* Jim 1-t-x« '»in»af 


Dans I’intervalle on a 

a? < (fc -f- Ij-Tt et x® > 

'(* + lilt, 


Done 


h <1 (f^ -+• 1) 


rik + l)ir 

Vk. r 


4- /f®w‘ sin* X 

P . ,.3 

11 est ais^ de calculer Imtigrale : en posani 

1 H- = h> 

une fonction primitive est, comme on pent le verifier, 

1 

F(x) = ^ arc Ig (/ilgx). 


Nous choisissons celle des fonctions qui s’annule pour x = kn, 
Lorsque x varie deknh {k + l)7cen passant par/«r + ji F(*) passe 

de 0 4 ^ ^ 

3. 

On a done 


r 

J/cit 


('‘+1)’'_ dx 

1 -h siti^ X h 


Done 


10 


La s6rie est done convergente : I’int^grale existe. 


Application des rdgles da calcul — On peut appliquer aux inte¬ 
grates ainsi g^n^ralis^es, les formules de I’inldgration par parties ou 
du changement de variable puisque ce sont des limites .d’int^grales 
ordinaires. 

On peat 4galement appliquer la formule fondamenlale dminantla 
v.aleur d’une integrate d^finie, eonnaissant une fonetion primitive, 
F(ac) k la condition que F(a!) reste continue dans I'intervalle ab. 

8 

Supposons en eftet que J{x) devienne infinie pour une valenr 
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5 «c- 

c de I’intervalle a, b. On devra consid^rer les integrales I 

r* 

et I qui ont respeutivement pour valeur 

Je + t' 

F(c — e) _ F(a) et F(6) — F(c -h e') 
lu sonime est done 

F(6) — F(a) — [F(c -I- e') — F(c — e)]. 

OJ 

Si F est continue dans I’intervalle ab, en parliculier en c, 
lorsqu’on fait tendre £ et e' vers z4ro, d’une maniere quelconque, la 
derni^re parenthdse s’annule bien et I'on a 


par exemple 


^ f[x)ilx = F(6) — F(a) 


-i 

II. — DfiRIVATIONi SOUS LE SIGNE f 
INTfiGRATION SOUS LE SIGNE J' 


Derivation sous le signs. — Considerons une fonction /(a, 1) k 
integrer, dependant non seulement de la variable d’integration x, 
mais d’une autre (ou de plusieurs autres variables) que, pour Ten 
distinguer, nous d4signerons par parainetres. Supposons que.cette 
fonction soit continue pour les valeurs de x comprises dans les 
limites d’int6gration cc* et X, et pour les valeurs de / comprises 
entre et T. 

En traitant t comme une constante, on peut considerer l‘int4grale 



Le resultat sera une fonption de t, F(t). 

0,5 

11 est naturel de se demander si cette fonction admet une 
d4riv4e par rapport a t dans I’intervalle et d’abord si elle est 
continue. 
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Limites fixes. —Nous supposerons d’abord que les limites Xq et X 
soient ind^pendantes de 1. 

Donnons done ^ t I’accroissement M ; nous obtiendrons 
F(t -h AO — F(0 = f [fix, t AO —Six, l)}dx 

puisque les limites sont suppos4es ind^pendantes de t. 

Le champ ^tant bornd et parfait, la fonctioii ^tant continue, elle 
Test unilorm^ment: 6tant donn4 s, on pent trouver un intervalle t 
suffisamment petit tel que, si | | < r, on ait, quel que soil x, 

\f{x,t -f-AO—/(x, 0 1 <s. 


Dans r^galit4 ci-dessus, le second membre sera done moindre 

que e I X — ] . 

w. 

La fonction F(0 estdonc certainement continue. 

^ . 

Pour voir si elle admet une d4riv4e, il faut chercher la 

limite du rapport 

F(t -h AO — F(0 _ rV(a-. t -I- AQ —Six, t )_,_ 

-Si '• 


en faisant entrer At sous le signe 



ce que nous avons le droit de 


faire, puisque e’est un element independent de x. 

V 

On est ainsi naturellement conduit & appliquer le th4or4me 
des accroissements hnis et k supposer que la fonctionyi(x, 1) admet 

K 

une derivde par rapport a I, Nous supposerons de plus que 

cette deriv4e est continue: elle Test alors uniform4ment. Le rapport 
est alors 4gal A //(as, I + ^AO (0 <. !)• 

Or, etant donn4 e, on peut trouver un intervalle ri suffisamment 
petit, tel que pour | At | <Ti,et par suite A fortiori, pour ] 6Al | <Ti. 
on ait 

lSii^> ^ t OAt) —/',(x, 0 I < s 


quel que soit x dans I'intervalle. 

Pour ces valeurs, I'integrale se met sous la forme 


Jx0 Jxg 


t)dx 4- f R(x, t)dx 
Jx„ 


avec la condition que | R | < h. 
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. . 

La secotide inl^grale est done moindre en valeur absolue 

a 

que £ ) X — »o 1 • Si Ton fait tendre vers z6ro, on pent 

choisir, ^ mesure, s aussi petit qu’on le veut; le second membre tend 

done vers | t)dx. Le premier membre a done aussi une limite: 

la fonction F(^) admet une ddriv^e par rapport k.t. 

tl) 

Ainsi, aux conditions suivantes: 1° les liinites X sont 
6nies; la fonction est continue dansle champ Xg, X, T; 

2* elle admet une d6riv4e /'< continue dans le champ. 

L'int^grale F(<) admet une d4riv4e 



Importance do oette formnle. — C’est le moment de s’arrStei et 
de regarder le paysage. II faut bien se rendre compte combien ce 
r^sultat obtenu si simplement est tout & fait remarquable. 

It 

Si, en effet, on a pu calculer effectivement I’int^rale d’une 
fonction qui ddpend d’un param^tre /, que fait-on au premier membre 
et qu’obtient-on au second membre? 
p,R 

Au premier membre on prend une ddriv^e, et cette op^ra* 
P ^ . 

tion se traduit, au second membre, par une integrate nouvelle, 

e’est-h-dire par une operation en quelque sorte inverse et qui semble 

beaucoup plus compliqu^o. 

p,a,R 

Mais, de plus, on pent par de simples ^critures, pour 

ainsi dire, ddriver le premier miembre autant de fois (ju’on le veut. 
et I’on obtiendra au second membre autant d’int^grales d^hnies 
nouvelles eten g^n^ral essentiellement diff^rentes les unes des autres. 
t»» 'I' 

On voit quel puissant instrument de calcul d’int^grales 
constitue ce th^or^me et de quelles nombreuses applications il est 
susceptible. 

Mais ce r^sultat ne doit pas cependant tout h fait surprendre et 

w 

on pent entrevoir la raison profonde qui I’explique: c’est 

que, lorsqu’on a calculi I’int^grale 
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orIcuI qui peut Eire beaucoup plus compliquE que celui d une intd- 
^rale portant sur une fonction de la seule variable x [k laquelle on ne 
peut pas appliquer, en particulier, le calcul d’approximalion que 

nous vejfrons ci-nprfes), on n a pas obtenu quune seule inle- 

grale, mais en reality une suite simplement infinie d integrates 
correspondant & chaque valeur de t, integrales qui peuvent Sire 
d’ailleurs totalement ditferentes. 

Rien ne s’obtient sans rien. 


Application. — Considerons par exemple I’integrale oil a > 0 


r® di \ X 

I s - = arc tg -r. • 

En derivant par rapport au paramfetre a, on aura 


-x 






Plus generalement, en derivant (n — 1) fois, on aura 
(_ -1) I 


II suffit d’expliciter le second membre. 

Nous donnerons d’aUtres applications de cet important theoreme, 
mais nous I’etendrons d’abord. 


Cas des limltes variables. — Nous avons suppose que les limites 
aco, X etaient ind6pendantes de la valeur consid6ree de t. On peut 
avoir k consid^rer des integrates dont les limites seraient clles-memes 
variables avec (. Prenons une telle integrale 



Nous supposerona que les limites as, et X sont eUes-mSmes 
des fonctions Continues de i et admettent des derivCes. 
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Lorsqu’oa donne & / un accroissement At, elles>deviennent 
respectivement Xq -{- Axg et X -{- AX; raccroissement pent s'^crire 


/'X + ^X px 

F(I + At) — F(/) = I y(x, t + A()dx — I f(x, l)dx 




/ 4- A<) — /(a?, ()]dx 


-f 


X 


X + AX 


i{x, I -+• M)dx 


'*o+A®o 


J{x, t H- A()dx. 


Nous pouvons appliquer aux deux derni^res int4grales le 
th^or^ma de la moyenne et les 4crire 


ine(^ri 


AX/(X 4" tAX, t + At) — AX(,f(x0.-{- O'Axo, t -+- At) 


0 et O' 6tant compris entre 0 et 1. 

5i 

Chacun des trois termes du second membre tend dvidem- 
ment vers z4ro avec At: la fonction F(t) est encore continue. 

Formons le rapport ^; il s’^crit 
^ jy-^L±j^.-Ji^>J)dx 4- ^/(X 4- OAX, t 4- AO 
- ^7(*« -t- 0'^*.. « + At). 

0 ) 

Lorsque At tend' vers z^ro, la premiere integrate a, comme 

rx 

on I’a vu, pour limite I’int^grale I ft{x, l)dx. Les deux autres 

v'»o 

termes ont respectivement pour limite 

/(X.t)^ et /(xo.t)^"- 

(0 

^ La fonction F(t) a done une d^riv^e 

F'(0 +/(X. 0§ -/(^., O^*- 

Telle est la formule g6n4rale de derivation d’une integrals par 
rapport it un param^tre. 

Elle consiste, comme on le voit, A prendre la d4riv6e de I’int^rale: 
1° comme si les limites ^taient fixes, t variant dans la seule fonc- 
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tion /(x, /); 2^ Comme si, t restant fixe dans /(a?, i), on ne fait varier 
seulement t que dans a ;0 ou X. 

C*est Tapplication du th^orfeme de derivation des fonctions com- 
posEes. 


Integration sons le signe. — Soit J{x, y) une fonction de deux 
variables a?, y, qui est definie et continue dans le champ 

a ^ X ^ b, c ^ y ^ d. 

Nous pouvons considErer Tintegrale 

F{x)= f f{x,y)dx. 

Jc 

Le rEsultat sera une fonction continue de a?, que nous pou¬ 
vons k son tour intEgrer de a ^ 6 . Nous obtiendrons 


Oi,a 


a Jc 


On pent au contraire considdrer d’abord I’int^grale 


i'(r) 




y)dx 


«t int 6 grer le r^sultat de c d, ce qui donnera 

X d rh 

dy j /(“•» y)dx- 

11 est naturel de se demander si les deux resultats ainsi 
obtenus ne seront pas les mEmes. 

Pour le demontrer, nous laisserons constants a, c, d, et rem- 
placerons 6 par une variable t que nous ferons varier de a ^ 6 . 

? 

Nous devrons avoir Tegalite 


f dy f f(x,y)dx 
J c J a 


r dx r /(x. y)dy. 
J a J c 


Les deux membres sont alors des fonctions de /. 

Nous remarquons d’abord qu’elles s’annulent toutes deux 

pour t =*: a. II suffit done de ddmontrer qu’elles admettent 

mEme d^rivEe par rapport k I, 

Carrus. — Cours de Calcul diffdrentiel et integral. 


24 





870 M eAicwt 


PesoBA pr<msoicAineBA 

/(®, jt)(k =5 ♦(<, y)- ^ =“ /<*• y) 

et /(*. 

** La d6riv4e du premier membre J' 5>(L y)<iy, sera 

La ddrivde du second membre F(x)da; i 
F(<) =*J/O. 


sera 


y)«fy. 


Les deux rdsuUats sent done bien identiques. 

On pent done intervertir I’ordre dea integrations sans changer le 
rdsultat. 11 est alors inutile de distinguer cet ordre et on pent dcrire 

le rdsultat y)d^dy, dtant bien entendii que le point x,y so 

meut dans le champ rectangulaire a < ® < 6, c < y < d, et que ce 

symbole se calcule par deux integrations successives. ^ 

' Comme pour la deriYde d’une integrale, sur laquelle il aappuie„le 
resultat n’est valable que si les limites sont finies et si la fonction est 
continue dans le champ. 


Qto6taUaation aux eaa de discontinnitt uu de Champ inlinl. — 

Nous allons voir i quelles conditions ont pent gendraUser ces rdsul- 
tats (derivation ou integration) si I’une de ces conditions n’est pas 
aatisfaite. 


10 Cas d’une Umlte inlinie. — Nous considerons I’inte- 

grale i)dx oh /{», <) est une fonction de x, t, continue pour 


les valeurs 

Ge sera, par 


d4finitiou, la Uixdte, si elle existe, de Tint^grale 



INTiGRALES CiN^RALlSiES - DERIVATIONS 


371 


lorsque I augmente indEfiniment. DEsignons cette limite par 9{t), 
en supposant qu’elle existe pour toutes les vakurs de I considErEes. 

En dEsignant par / nn nombre que nous ferons croitre indEfini- 
ment^.nous pouvons Ecrire 


= J f(x, ()dx 4-J /{x, t)dx. 


En faisant le rapport 


gi(i At) — g!(0 

V At. 

nous obtenons 


(1) A^^ r ‘f(x, I + At) -JCx, t) r+ ”/(x. t + M)-J(x, 

Ja Jl 

ri r+<» 

=J Jt(x,t-i-eAt)dx+J^ //(x, I-h 0'At)dx. 


IntEgrales nnilot moment convargentes avec oscillation do para- 
mdtre. — 11 faut essentiellement remarquer que, dans cette EgalitE 
p 

6 et 6' ne sont pas des constantes mais dependent de t et x ; 

cette remarque va obliger h introduire des conditions dElicates. 

Nous donnerons d’abord la definition suivante ; 


GonsidEronsuneintegrale /(x, l)clx qui a une limite St(t) pour 


cheque valeur de I comprise entre et tj quand / croit indefiniment. 
Rienne dEmontre que cettefonction .‘}’(t)soitcontinue. Sieilel'estiOn 
dit que I’intEgrale est uniformEment convergente vers sa limite, 
lorsque Ton peut trouver un nombre L suilisamment grand, inde¬ 
pendant de la valeur de t dans I’intervalle, tel que, pour i > L, on 
• ait 


I f f(x, t)dx — Sf(l) 


< 6 . 


Dans cette definition, on suppose que dans I’integrale, c’est*e*dire 
dans tous les elements de la somme qui la constituent, on donne d t 
une valeur fixe de fintervalle. On en deduit que 


i. ' 


f{x, t)dx < e. 
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Nous supposerons la restriction plus grande encore: nous suppo* 
serons que I’on donne & t des valeurs, pouvant varier avec x, oscil* 
lant dans un intervalle t', If -j- At*, t'dtant fixe. 

Nous dirons que Tint^grale est « uniformiment convergenie avec 
oscillation du paramhtre » si Ton peut ohoisir At' suffisamment petit, 
et trouver un nombre L suffisamment grand, tel que, pour / > L 
on ait 


/(x, t)dx — g'(t') < e. 


Cette definition etant donn^e, nous supposerons : 

1° que la function /(x, t) est continue par rapport h t dans le champ 
a, I, to, ti, quelque grand que soit /. 

2® que I’integrale^® limite et qu’elle estuniformd- 

ment convergente vers sa limite avec oscillation du paramhtre. 

X + 

yt(x, t)dx. 

8 

Dans ces conditions, dans la deuxieme integrals de I’egalite 
P 

(1), les valeurs t + O'At varient dans un intervalle /, t -j- At. 

9 , 

D’apres la deuxieme condition, on peut supposer At suffisam¬ 
ment petit, et determiner L suffisamment grand, pour que, pour 
/ > L, on ait 

I 

/ Jl{x, t -I- 0A<)<tx < ? 

I ilanl ainsi fixi, d’apres la premiere condition, on peut supposer 
encore At suffisamment petit pour que 

I 0A<) f({x, <) [ ■ 

On peut done poser 

//(x, I -h 0A(} =//(x, t) R avec | R | < 

f Jt(x, I -+■ = f /t'(x, l)dx + C Kdx. 

Ja %Ja J a 

• • 6 

La deuxieme int^grale est infdrienre k g, On aura done 


‘fa ^ ^ 
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Comme d’autre part 
'i 


J' y/(®* 0 ^^— 


(0 


< 


3’ 


On en d^duit 


At 


■m 


< £. 


En d’autres termes, on pent choisir At suffisamment petit 

pour que le rapport ^ diff^re de d’une quantite aussi petite 
que Ton veut. 

00 , 

/{Xf t)dx a bien pour d4riv(5e i i)dx et la 

0 Jo 

r^gle est encore applicable. 


Applications. — Considerons I’integrale 


i: 


X ^ ' 


(<> 0 ). 


Nous avons d4jJi d^montr4 (definition de I’int^grale g4n4- 
ralis4e) que cette integrale existe pour 0 ^ 

8 

Nous avons 


iV J\ —ir f! ____ 

f{x, t)=ze ft =■ 


sin ax. 


1° La fonction f%{x, t) est continue quelque grand que soit x 
si < ^ 0. 

2° Etudions I’integrale^ sin ax dx et voyons si elle est 

uniforin4ment convergente avec oscillation du paramfetre. 

Nous devons donner t des valeurs satisfaisant 4 <' < < < + At* 

00 I 

<s> pour/> L, 


et determiner L de manifere que 

5i,a 

Or 

’'-f- 00 


^4- 00 

J si 


sin ax dx 


^ J' c“'® sin ax dx j e dx si 0 < <o ^ t' 

r+* , / e~‘«®\+* 1 ,1 
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Nous aurons 


X +OB 

fl{x, l)dx < s 

1 1 

la seule condition que >• ^. II suffit de prendre L » — p log (/qe). 

to 

Ainsi, k la seul^ condition que > 0,1’int^grale est unifor* 
moment convergente avec oscillation. On a done bien 


=X 


sin ax dx. 


Or rinWgrale du second membre pent se calculer exacte- 
ment; une integrate inddiinie est 


, a cos tzo; + ^ sin ax 




L*int4grale d^finie est done — 


-f- 


Done 




^(f) = arc tg j -f- const. 


Nous d4terminerons la constante, en remarquant que lorsque i 
crolt ind^finiment, 9{l) tend vers z4ro. Done G **= 0. 

Ainsi done, pour toute valeur positive de t, choisiemdme aussi 
petite qu’on le voudra. 


C = arctg^. 

J« ^ * 


Mais les deux menibres de cette 4galit4 tendent sdpar^- 

ment vers des limites finies lorsque t tend vers z4ro. Ces deux limiles 
sont done 4gales et 




sin ox ,_l_ 7c 

— — 5 


suivant que a est positif ou n^gatif. 

II. — Considdrons encore I'int^grale J* e—** dx. 

Elle existe ^videmment bien quele champ soitinOni, lafono 
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tion devenant infiniment petite d’ordre sup^rieur k toute puissance 
■de Nous d^montrerons que cette integrate est 4gale k^y/ff. 

Pour introduire un parametre a, faisons le changement de variable 
JO = y\/a. L’6galit^ devient 

< =r 2 u” * • 

a 

Bien que le champ soit infini, supposons que nous puissions 
<ldriver par rapport au parametre u. On aura 

J' 4- = 2 \/it X 2 a”^* 

En d^rivant k nouveau 

£ dy = ^ s/k . ^ X 

Et en d4rivant n fois 




1 

2 


\/t: • 


2n! -iijt! 


Reste k d6montrer que ces operations soot licite*. 

Prenons par exemple la derniere integrale. 

8J 

II faut d’abord que y*»+* e soit continue dans 

le champ 0 + <» , Oq, : cette condition est remplie. 

2® II faut considerer I’integrale 


J 



— (o + 0A«)7* 


dy 


et voir si elle peut fitre rendue moindre que s, pour Aa sufBsamment 
petit, etpour / ^ L, L etant independant de a, 

h 

Soit a, une valeur moindre que toutes les valeurs de a 
considlrees. On aura 


(a + 6A«h* ^ g—»or’. 

Or h partir de valeurs de y suflisamment grandas, a"*®’'* est ua 
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iiiGniment petit d’orJre sup4rieur toute puissance de -, par exemple 
^ • On a 

^an+a < ^, J < yidy = ~^■ 

I 

II suffit done de prendre L — - pour ^tre stir que J < s. 

Les conditions sont done remplies et les derivations permises. 

Cas oil la fonction devient infinie dans le champ. — Nous ddmon- 
trerons le lemme prealable suivant, qui nous sera utile dans nos 
considerations. 

Ddiivee d’une iimite de fonctions. — Lemme. — Si me fonc- 

lionf{x,e) admet une Iimite F{x),etsisa d^rivie fx {x, i) admel me 

limile f{x), nous dirons que la dirivie tend vers celte Iimite de fa^on 

’’i . . . , 

uniformiment continue, si Von peul choisir s assez petit tel que, 

quelque soil x, la difference 

R(*. s) — ?(^) 

puisse ilre rendue en valeur absolue moindre qu an nombrejixe vj, choisi 
arbitrairement. 

Nous allons ddmontrer que dans ce cas ; 

La dirivie de la limile esl Sgale d la Iimite de la dirivie. 

p 

Par hypothese, on peut en effet eenre 

fj{x, e) = !p(a;) -f- R(x, e) avec \ R(a;, e) | < ti 

quel que soit x dans I'intervalle a, b. En integrant entre 

deux limites a,x, on aura 

r fXx,t)dx= f if(x)'h-hC R(x,e)dx 

Le premier membre est egal b f(x, s) —/(a, £)■ 

3i 

D’autrepart f{x, e) ayant pour Iimite F(a:), on peut choisir s 
assez petit pour que 

^x,^)^S(x,^)-F(x) 
soit en valeur absolue moiiidre que yf. 
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L’6galit^ s’6crira done 

F(x) + S(x, e) — f(a, e)= f ^(x)dx + f R(x, s)(ix 

Ja Ja 

ou, en substituant dans (1) les valeurs de J\x, e),/(a, 

F(a:) — f ff{x)dx — F(a) = S(o, s) — S^ar, e) 4- j R(jc, ^)dx, 

Ja c/a 

p 

Le second membre est, en valeur absolue, moindre que 
2y}' 4- yj(fe — a); la difference [F(x) — F^'a)] —J (j^(x)dx peut done 

6tre rendue aussi petite qu’on le veut. Or ce premier membre 

est independant de s ; il est done rigoureusement nul. On a 

F(x) —F(a)=J^ <i{x)dx. 

Cette 6galitc indique que'p(x) est bien la derivee de F(x). 
Celeniine etant d^montr4, nous consld^rons Tint^rale I J{x, t)dx 
pour I ^ ti, 

II peut arriver que la fonction y(x, 1) devienne inflnie pour une 
valeurxQdu champ fixe, ind^pendante de la valeur de t. Gependant,en 

general, cette valeur x^ de x qui rend /(x, t) infini, d6pendra 

de la valeur r de t que Fon considere. 

1^*’ Cas : Les points de discontinuite sont fixes. 

Nous traiterons d’abord le premier cas : pour unc valeur 

r de /, nous avons defini TinWgrale j r)dxy comme la^limile, 

Ja 

si elle existe, de f** V(x,x)dx+ I J{x,'z)dx, lorsque e et s' 
. Ja %/ 0*0 4 s' 

lendent vers z6ro ind4pendamment Fun de 1 autre. 

Consid4rons par exemple la premiere 

F(x, 0 =y'" /(®» 

Elle tend vers une limite ^("). On a constamment 
F;(x.0=y* /;(aJ,t)dx. 
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Nous supposerons que I’int^grale l ft {x,i)dx «3d:ste quel 

que soit t, {nous la d^signerons par (p[i)) et, de plus, qu’elle est uni- 
form^ment convergente c’est-4 dire que Ton peut determiner un 
nombrc 3 inddpendant de la valeur de I dans ie champ, tel que 

X * 0—5 

fl{x, t)dx didere de sa llmite (^{t) d’une quantile >} aussi 
petite que Ton veut. 

Si Ton choisie s < d, on pourra alors dcrire 


jl{x, t)dx =i= ^(<) -+- R(t, e) 


avec I R(/, e) | <. »?. On en deduit 

I F/(‘, e) — 9(0 1 = 1 R(<. e) j < I). 

Cette inigalite exprime que la ddrivde de la fonction F(f, e) 

a pour limite ^(/) sa I t)dx et estuniformementconver- 

gentevers cette limite. Dans ce cas, d’apris le lemme precedent, la 
limite de la derivde se confond avec la ddrivee de la limite ^(t). 
On a done pour I =s t 

et la formule est encore applicable. 

On raisonnerait de mSme sur I'int^grale f : il faut que I’in- 

tdgrale^ /x{x, r)dx soit uniform^ment convergente vers sa limite. 

2* Cas ; Les points de discontinuity dependent du parametre. 

Supposons que la valeur | de a, qui rende infiai /{x, /), 
dypende de la valeur t de t. Nous supposons que la fonction admette 

^ ^ 

une dyrivde par rapport i t. Nous devons considyrer la limite 
des intygrales 


f ^^,f)dx+f /(x,t)dx. 
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Consid4rons encore la premiere. Elle a pour limite ^(t) =« lim F(t, «) 


F(x. 0 


=J /(®* 


ifitabttssemeRt de la formule. — II est bien evident que, quelles 
<iue soient les hypothfeses faites sur/et//, la formule g4n4rdis6e de 
derivation ne s'appliquera pas puisqu’on aurail & introduire par 

exemple X « 

Pour etablir dans ce cas la formule de derivation, nous 

le ramenerons au cas precedent, en faisant le changement de variable 

x = a-h (5 —a)y. 


0l 


II vient 


M—i' 

F(t, e) = (5 - a) •/(« + (5 — a)y. 

le signej'* 


La fonclion sous 

f O'.') =/(“->- 

devient infinie pour y — 1 • ^ 

Supposons que I’integrale (jr);(y, T)rfy soit uniforme* 

ment convergente vers sa liinito J’' ?;(y, r)(/y ; on pourra d^river 
I’int^grale par rapport k r, en appliquant la formule, et on aura 


Mais on a 


=yi X y^'% + */x* 

Si Ton revient k la variable x, la premiere integrale devient 


ri—*' * ft V dac 

I ip(y, t)dy=J^ 


La deuxieme 
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En passant it la limite, qn aura done 

^ rh'f + i'(x - a]f^ 4- (5 - a)/;^^ 

Ja i — a 

Telle est la formule a appliquer dans ce cas. Elle est valable Si la 
condition que I’int^grale 

[t'(a: — a)f^ 4- (5 — a)f!^](lx 

soil uniform4ment convergente vers sa limite. 


Appplication. — Consid^rons Tint^grale 


Fl0= f- 

Jo V 


^ ?(«) 


s/t - X 


(f{x) ^tant continue dans une intervalle o, b qui contient /. 

Lafonctioniint^rerdevientinfiniepourlalimitesuperieurea; = /, 

1 

mais e’est un infini d’ordre 2 * Done Tint^grale existe. 

0 

Appliquons la formule 4tablie ci-dessus pour la ddriv^e. 
Dans le cas actuel 

A*,.)-j!?L. 




\/t - X 


fx = + 2 ^^ ~ — x)' f<f{x), 

a = 0, 5 = /, ?; = 1. 

On aura done 


1 -+-®(a:) 


‘ <Jo Lv/< —a; \/i — x 2<J 


\/l — X 


Cette formule est valable 


Si la condition que I’int^grale 


r r'r^^ - \ j 

LJo s/l — x ^\Jl — xj 2 Jo \Jl — X 


soit uniform^ment convergente vers sa limite. 
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1 

C’estcequia lieu, lafoncliondevenantinfinie d’ordre 2 ^ = 

On a done bien le droit d’Ecrire 



1 r‘ 2a:y; + y(ir) 
^VO \/t — X 


dx. 


Dans une questionHnt^ressante de mEcanique, on est amende 
rechercher comment il faut choisir f{x) pour que I’intEgrale EtudiEe 
soit indEpendante de i. 

P 

II faut done que F{ = 0, e’est-k-dire 


f 


+ y(x ) 

- X 


dx — 0. 


T 

Si le numErateur 2xf'x + <f{x) n’Etait pas nul pour une valeur 
quelconque a, on pourrait choisir t sufiisamment voisin de a pour 
que, dans I’intervalle a, I, ce numErateur garde un signe constant. 
L’intEgrale ne pourrait done Eire nulle. 

11 est done nEcessaire que, pour une valeur quelconque de I’inter- 
valle, la fonction tj;(a!;) = + ^(x) soit nulle. On en dEduit 




En intEgrant, 


<f'(x) __ 

2x 


^(x)=-=. 

y'X 


Cette condition nEcessaire est d’ailieurs suflisanle: car dans ce cas, 
I’inlEgrale devient 

dx 




\/x{t — xj 


[x = t sin® tp). 


Integration SOQ3 le signe J : champ infini. — ConsidErons I’inte- 
grale 


I J{x, l)dx. 
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Nous dirons qu’elle est uniform^ment convergente dans I'inter- 
vale Igli, si Ton peut determiner un nombre L tel que* 


/(x, t)dx 


quel que soit t pour toute valeur / ^ L. 
Je dis que dans ee eas on a encore 


J r'+oo nl^ ^+co 

dx I f(x, t)dl = dl I fix, t)dx. 

a tQ e/^0 ® 


On peut ecrire quel que soit I 
rtr‘i / 


(1) f f A®' f f(p^> 

8 

Or on a 

r fix, t)dx = I /(as, t)dx ~ R(i, t). 

%/a Ja 

Avec I R((, 0 1 < 6 quel que soit t,si l'^ L. 

En substituant dans (1), on a done 

ri rh rt\ r +» 

dx I J[x, t)dt = dt f{x, C)dx — I R(J, t)dl. 

%Ja %J v/fl %J <0 

Cette deuxieme integrate est inferieure k e(ti — < 0 ). 

(O 

Le second merabre peut done etre rendu aussi voisin qu’on 
le veut de 

/'+» 

dl I f{x, {)dx. 

(a Ja 

Le premier membre a done egalement une limite et ces deux 
limites sont les mSmes : on a bien I’egalite enoncee. 


III. - DfiTERMINATION D’INTfiGRALES DfiPINIES 
APPLICATIONS DIVERSES 

Lorsqu’on connait \me fonction primitive de f(x), on a 


j^/(®)dx = F(6)~F(<i) 
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Exemple 

. a 

Si noii& doonons, i p les valeurs suAcessives 0,. 2,, • * • p, 

on a 


j^*(l -4- « H-h xP-')dx = ^H-|= - h^ = 

On aainsi, sous forme d’int4grale dEfinie, la somme des p premiers 
termes de la s4rie harmonique. 

Ot 

Dans la formule (1) rempla^ons p par p + 1, et relranchons 
les deux rEsultats. Nous aurons 

f — x)dx = --^ = —f — - —jv• 

jo ^ p p + 1 p(p + 1) 

Dans cette nouvelle formule, rempla^ons encore une fois p par, 
p 4- 1 et relranchons encore les rEsultats. On aura 

xP (1 —x)dx — ^-^Ti — ^irY. i)(p~ 4:'2) ~ p(p -)- i)(p - 4 - 2)* 

Si nous continuons ainsi ^ fois, nous obtiendrons 





xP~^(i — =. 


1 . 2 _ 

-f-'l) 


(q^ 1)_ 

(p + q-lj 


(p _ 1) I 
(P 4- P — 1/ 


On remarquera que le second membre est symdtrique en p, q, 
comme on le verrait du reste facilement en chaugeant dans I’inte- 
grale x en (1 — x). , 

2* & la fbnction 4 int4grer depend d’un enlier n et si Ton pent 
Etablir rme formula de recurrence entre deux integrales successives 
indeflnies, cette relation pourra se simplifier lorsqu’on se bornera h 
des integrales dEfinies. 


Formule de Wallis. — Considerons par exemple I’integrale 





sin" xdx. 


a 
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On a 


\5 r- 

I„= j ^sin"~‘a:sinxdx = (—cosaisin’*"'®) f *(n—l)sin““*a[:co8*aroJa'. 

Jo ' ''o Jo 

La partie toute int4gr4e s'annule aux deux limiles. II reste done 

l„ = (n — sin^'^xll — sin“x)(/x = (n — — L) 


d’ou la relation 


I — I 

'« — „ 'n-l' 


Si n est pair, on aura done ainsi sueeessivement 
2n—l 2n—3 


I _Ij 


2/1 2/1 — 2 


[ _ 2/1 — 1 2/1—3_ 

i,„_4-2'ir '2;;^^ 


X aIo- 


Or Iq = 2 ’ Done 


1 _(2n — l)(2n — 3) • • • 1 

~ ■■ 2ai : (2n — 2) r7r2 ^ 2* 


Si n est impair, on aura 


2n 


T _ j 

— 2n 4- 1 


De proche en proche, on arrivera done ^ 
Ij == I ^sinxda: = 1. 
I _ 2ti(2n — 2) • • • 2 

*27*4-1 - A . rk ' JV 


D’ou 


X 1. 


(2ai 4- 1X2« —1) ... 3 

p R 

On arrive k ce r^sullat remarquable que loutes les inW- 

<> rales impaires sont rationnelles, alors que les int^grales paires sont 
des irrationnelles dependant toutes du faeteur tt. De eette seule 

observation, va d^eouler la formule edlfebre de Wallis, 
a 

En effel on a 6videmment 

l 2 rt_l > I 271 ^ I 2 /I- 4-1 

puisque pour les valeurs de x comprises entre 0 et 2 * 

giQ2n-i ^ > sin^'^+^^a:. 
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8 , 


Done 


(2n—2)(2n—4)... 2^ {2n —1X2 a— 3) ... 1 it ^ 2n(2n — 2) . ..£2 ' 

(2n —lX2n—3) ...3^ '2n(2n —.2 5^(2n + l)(^n—1) . ..3' 

Ce que nous pouvons Ecrire 

, (2/i-2)*(2n-4)*...2*^ic^ 1 (2n)»(2ii-2)» ... 2*' 

(1) 2n ( 2 n _ lp“(2n — ^ 2 > 27r+T: ^ (2n —in2n—3)* • • ^ 3* * 


Or 


le rapport entre le premier et le dernier terme de ces 


inEgalitEs est limite I’unitE. 

On peut done Eerire en renversant les facteurs 

It_ 2*. 4* .. • 2ft* 1 ^ \ 

2 ~ r>T3i« (2ft ^ 2ft-f-l ^ 

' 1 

X 4tant eompris entre 0 et 
«,v 

Si nous faisons eroitre n inddfiniment, X lend _ vers^ z4ro. 
On voit done que ^ peut 4tre eonsid4r4 eomme la limite du produit 
inflni 

U 2* 4’’ “2ft* 

2 _ lim. X 375 X ;.. X .I.-iy( 2 n-Zpi) ' 

Cette formule remarquable porte le nom de formule de Wallis. 


Consequences. — Dans les in^galUds (1), iiitroduisons 

I _ 2*4 • • • 2/1 

3*5 ... (2/1 -h !)• 

Elies s denvent 

(2/1 -f- 1)^ 12 ^ lOr» I >l^ I 

-- lin+l ^ 5 ^ 

Or le facteur a pour limite Tunite. On voit done que 

(2n 4 - l)Il»+i a pour limite ou plus simplement lin^i a pour 
limite ^ 

Garrus. — Gours de Galcul dil!4rentiel et intdgra]* 


25 
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Or dans I’int^grale 


I 


*"+» 


=x 


xdx ■ 


ir 

J ^ain^a: 
0 


J coa X 


faisons le changement de variable cos a; = elle devient 




dt. 


«i< P 


X v'» ' 1 * n . . 1 _ 

— -) dl& pour limite j v^'"* 


Done lorsque n augmente indefinimont, I’int^grale 


Or on peut 6crire 




e* ayant pour limite z6ro quand n augmente indefiniment. 

+ . .... 

On congoit que cette nouvelle integrale ait pour hmite 


/^+» 

/ 

Jq 


dt et Ton a 


‘/if. 


Nous d^montrerons ce r4sultat plus rigoureusement. 

On peut Idgferement g6n6raliser cette formule par le changement 
de variable i == u^/a. On aura 




ce qui donne une intdgrale ddfinie dependant d’un parametre et 
que nous pouvons ddriver par rapport it ce paramdtre, ainsi que 
nous I’avons vu. 

3® Soil I’intdgrale 


I 


t/O 


COS 2bx dx. 


On peut d^velopper en s^rie cos 26a?. 
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En substituant, et integrant la s4rie uniform^ment convei'- 
gente ainsi obtenue, on aura done 

I !)-«-“• (2^:^“ dx =2(-1)" 

P 

Or toutes ces int^grales sont cellesque nousavons obtenues 
€n d^rivant rint^grale pr6c6deiite par rapport au paramfetre; on a 
done en substituant leurs valeurs 


1 2n\ 






X 


nl 


La s6rie du second membre est le d^veloppement 

— 

e "*, on a done 


I cos 26xdx = 

Jo 



de 


Ce qui donne une int^rale d^finie dependant de deux para- 
rafetres a, 6. 

4® Nous donnerons encore Texemple suivant. Nous le traiterons 
avec quelques details pour montrer toutes les ressources que peuvent 
procurer les transformations d*une int^rale. 

Soit rint%rale 

F(a) = log (1 — 2a cos X -4- oi^)dx, 

P 

Tout d’abord la quantity (1 — 2a cos x 4- «*) est toujours 

positive et finie k moins que a* s=s 1 ; I’int^rale existe. 

Si par exemple a « + ^» TinWgrale est ^gale k 


F(l)=^ log2(l—COS«)da:=log4sin*2d®='«log44-2 J' 


00 

sin^dx. 


Celle-ci devient d’ailleurs, en posant ^ sa y, 4 J ^logsinydj. 

Or cette derni^re integrate existe ; la fonction log sin y 

devient infinie pour y ■■ 0, mais e'est un infini d’ordre moindre que 
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toute puisMDOe de J- Nou. 1. clcnleron. d’.mears ex.ctem.nl: 

Tintferale existe done quel que soil «. 

^ a, V 

Supposons a* ;zf 1. On a 

a — cos a? . 

F'(a) = 2 

JO 

**’ ^ Cette deuxifeme int^grale se calcule ais^ment par le clian- 
gement de variable 19 ^= Elle devient 


, f* a_.H-(a + l)«* _Jt 
F'(») = (a -1)»^ 1 + 


« + l, 


/>» 1 

-(^r- 


dt 




a -f- 1 

Posons provisoirement k — - Comme 

1 fet* 1 r ^ _i_ ^ 1 

W)"" l 4- * Ll -h r+WJ 

F'(») = 7^ [*" ^ ‘ ^'‘lo “ “ 



Si ^ > 0 ou a* > 1 , est positif 
a — 1 



Si(x* < 1, fcestn4gatit 



Dans ce deuxifeme cas, F(«) = const.; or pour « = 0, F(«) = 0. 
Si done a* < 1, F(ct) = 0. 

Dans le premier cas 

F(a) = icLa* 4- const. 

Nous allons voir que, pour « = ± 1, F(«) = 0. 

On aura done 


F(a) = itLa*. 
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Si a = ± 1, la formule n’est pas applicable. Mais dans ce cas 
si « = + 1 par exemple 

F'(“) = 2 ‘ ‘S' 

p 

La d6riv6e presenie une discontinuite pour a === it 1 mais 

reste finie : la fonction F(a) est done continue. On a done F(l) = 0. 

Par suite 

F{a) = TrLa® 

to 

En r^sumd : 

Si a» > 1 

F(a) = TtLa*. 

Si a* < 1 

F((3f) = 0. 

Remarque. — On pent obtenir directement et par quelques arti- 
fiees de calcul la valeur dc Tintegrale pour a = =t 1, 

Nous allons le faire, non sans faire remarquer que ces artifices 
sont plus ou moins determines par la forme de TinWgrale et derivent 
des precedes suivants : 

A^pplication de la definition de Tintegrale comme limite de 
somme, en decomposant Tintervalle, par exemple en n parties egales; 

2® Transformation de Fintegrale par un changement de variable 
soit pour modifier la forme de la fonction, soit pour modifier les 
limites d’integration; 

3® Recherche d'une rfegle de recurrence. 

Ces remarques seront mises en relief par Texemple que nous 
considerons. 

Pour a = + 1 par exemple on a 


«a 


F(l) = f log 2(1 — cos x)dx. 

Jo 

Faisons le changement de variable x = n — y. On aura 

X Tz ni: 

log 2(1 + cos y)dy — I log 2(1 -h cos x)dx. 

V 

Etant dounee la propriete des logarithmes, on en deduit en 
ajoutant les deux integrales 

X TZ ^ 

log 4 sin* X dx = / log 2(1 — cos 2x)dx. 
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Dans cette dernifere, faisons le cbangement de varia¬ 
ble 2» ■« y : elle devient 

2 ! = 5 J ^***®8 ”■ “* 

^ Or lorsque y varie de 0 k ff puis de w k 2n, cos y et par 
suite log 2(1 — cos y) passe par lea mfimes valeurs. Done 

2(1 - cos y)dy = 2 log 2(1 - cos y)dy. 


Par suite 
Done 


2I==|x,2I, 1 = 0. 


F(l) = 0. 
Or nous avons vu d’autre part que 


P(l) = 2* k)g 2 -H 4 


: J^^log sin ydy. 


On en d4duit 

^*Iog sinydy=— g 2» 

5® Nous donnerons un dernier exemple de calcul d'inl4grales par.le 
proeddd de derivation sous le signe J , en etudiant I’lntegrale 


F(x) 


=r<‘- 


**)" cos zx dz — I*. 


On a 


2 ^ —_ f (1 — z*)" sin zx X 2r dz, 

Jo 

En integrant par parties 

La partie tout integrde est nulle. II reste simplement 
<jl. 


X 



int£gbalbs g^m^raus^es 
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o’est-^-dire 


( 1 ) 


*»+i 


2(w + 1) dl(i^ 

X 


C’est uae Cormule de recurrence entre deux intdgraled suc- 
cessives I* et In-t-i. 

V 

On est amene k rechercher des fonctions particulieres 

simples dependant de n et x jouissant de cette propriety. 

Remarquons que Ih se comporte par rapport it x comme la fonc- 

I 

tioii Nous poserons done 


I _ • • • 2/1 ^ 

{le facteur nuinerique s’introduit facilement). 


On aura 


2'4***2/i(2a -+- 2) 

^••+1 ®n+li 



2*4 • • • 2a 
®»«+» 


[xa', — (2n 4- !)«„]. 


En substituant dans I’egalite (1), il reste simpleraent 
a„+i = (2/1 4- 4)a„ — xa'„. 

p 

C’est une formule de recurrence pour les fonctions a*. 
On voit que les fonctions a« et leurs derivees s’expriment toutes au 
moyen de x et des derivees de Tune d’elles. Avec un peu de pratique 
de calcul, on en deduirait la forme necessaire des fonctions Gm. Mais, 

m^me sans cette pratique, et pour nous rendre compte de 

cette forme, nous allons calculer les premieres fonctions a,, a^. 

8 /’I 1 . 

On a L sa I cos zxdz s - sin x. 

Jk ^ 

d 

On en deduit 


» ^ f/_ 9 / • \ 

Il --li --|(x cos X — smx). 


D’oti 


a, = xio = sin x, Oi = -^-Ii = sin x — x cos x. 

On voit done que a^, sont des fonctions lin4aires de sin x 


et eos X. 


On est conduit poser d’une fagon g4n4rale 
fln = P»» cos X 4- Q* sin X, 
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P» et Qn 4tant des polyndmes en x de degr6 n. 

p, = 0, Qo = l, Pi=—a-. Qi = l. 

g 

^ La loi «anl vraie pour n = 0, n = 1, nous aliens proc4der 
par recurrence. On devrait avoir 

= P„+, cos X + Q„+i sin x 

— (2n + 1)[P„ cos X + Q„ sinx]—x[(P;,4- Qn)co8 a; + (Q), — P«)sin x]. 

L’idenlification est possible. 11 suffit que Ton ait 

( P„+i = (2n -4- 1)P,. — a:(P;, + Qn) 

( Q„+i = (2fi 4- 1)Q„ — !k(Q;, — Pn)- 

Pfl+I et Qn+I sont bien des polyn6mes de degr^ n + 1 et la 
loi est generate. 

Mais de plus, on peut faire une remarque sur les degres des 

polyn6mes P« et Qn. Supposons que jusqu’Ji I’indice n tous 

les polyndraes P„ ne renferment que des termes de degre impair, 
et tous les polyndmes Q» des termes de degre pair. Les formules (II) 
montrent qu’il en sera encore ainsi pour les polyndmes Pn+iet Qn+iJ: 
la proprii^te est done gen^rale. ^ 

Enfin ces m^mes formules montrent que les coefficients des 

polyn6mes Pn et Qn sont tous entiers. 

En resume on peut ecrire d’une £3900 generate 


^COS ; 


2X dz = ^•"'VnV. - ® 


et par example si n = 2 m 

(1 -cos zxdz = ^ Q^ **** 

Qsm etant un polyndme de degre m en a* : 


Qsmfaf) = Qm(®*)- 


11 est naturel d’appliquer cette formula k des valeurs parti- 
culieres remarquables de x. 
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Faisons par example x = ^. On obtiendra 

<?)=(?)" 


cos 2 


celte ^galit^ devrait avoir lieu quel que soil m, QI„ etant a 
•coefficients enliers. 


7T est incommensurable. — Hemiite en a deduit que le carro du 
nombre tt et par suite t: lui-meme est incommensurable (il a fallu 
^videmmentun dclair de genie pour entrevoir la possibilite de cette 
application, mais ensuite la demonstration est immediate et toute 
naturelle). 

5 

. Si en elTet ^ ^, 

4 a 

E 

forme Em etant entier. 
dgalites de la forme 

P 

Or remarquons que Tint^grale est, quel que soit m 

moindre que 

Le facteur 

reste done fini. 

D’autre part,’ pour des valeurs suffisamment grandes de m, le 

p ^ ^ 

premier facteur 2i»i x 2ni ! rendu aussi petit qu on 

le veut et difTErentde zEro ; ti partir de ces valeurs, le second membre 

ne pourrait done plus 4tre entier ct I’Egalite est impossible. Done 



le premier membre serait de la 
En chassant a, on aurait done des 


et par suite ^ ne peut pas Stre commensurable. 


IntEgiation sons le signe /. — Le procEdE d’intEgration sous le 


eignepermet 


dgalement de calculer des int^grales ddfinies. 
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Gonsid4rons par example la fonction xf. Elle est continue dans 

le champ O^aj^l, a^y si a eib, sont positifs. 

S 

En intervertissant rordredesint4^rations, nous aurons dono 


Or on a 


I dx I x^dy =1 dy I xvdx. 

Jo! Jo Jo '^Jo 


Le deuxiSme membre est done 


D’autre part 


f’ dy b + l 

Ja « + ! 


On en ddduit done Tintegrale d^finie 


/' 


^_j^cfc5=:LF^- 


Plus g^n^ralement, considdrons deux fonctions P(a;,y), 

Q,{x, y), telles que Ton ait identiquement 

dP _^ 

dy dx 

8 ^ 

En appliquant la formula d’int^gration sous le signe, dans 
un champ 

*0^05^ a!,, 

oh les fonctions P, Q, ^sont continues, nous aurons 

r^dyr^^dx==rdxr^Idy, 

Jyo J®o J*o Jyo 

Et par suite 

r [Q(®i» y) — Q(a^o. y)]dy = f ' [P(®, rO — p(®. j'o)]dx. 

Jyo J^o 

Cette remarque a utili34e par Cauchy pour le calcul d’un 
grand nombre d’intdgrales d41inies. 
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APPLICATIONS GfiOMfiTRIQUES 
INTJ&GBALES CURVILIGNES 
^UATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES 


SOMMAIHE. 

Appliealions gdomdtriques : Aire d*une courbe. — Arc do courbe. — Applications, — 
Formule de Legendre, do Fagnano. 

Jnt/graUs curviligms : Applicationa. 

£qaation$ aux diffdrentielles tolales : Applications. 


APPLICATIONS GfiOMfiTRIQUES DES INTfiGRALES DfiFINIES 
AIRE D’UNE COURBE PLANE — ARC D’UNE COURBE 

On a d6fini en g^ometrie 4l4mentaire I’aire d*un rectangle ptiia 
I’aire limit^e par un polygene quel- 
conque. Nous aliens d^Gnir de 
fayon precise ce que Ton enlend 
par aire plane limit^e par une 
courbe quelconque. 

Et d’abord soil un arc de courbe 
AB ; d^finissons I’aire mixtiligne 
a, A, bt B limit4e par cet arc de 
courbe et les deux parall^les 4 oy : 
fls = a, as = 6. 

Soil y — J{x) r^quation de celte Fig. n. 

courbe rapport^e & deux axes 

rectangulaires. Inscrivons dans I’arc une ligne polygonale A, Ai,* • • 
Ajt,Ak^, • • • B, etconsid^rons, pour ckacundes arcs At At+i, le point 
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mu correspondant k Tordonn^e minima et le point Mt correspondant 
k I’ordonnde maxima. Ces points correspondent k des abscisses st, 

comprises entre les abcisses xtxt+i. Les ordonndes sont 

Si nousconsid4rons le rectangle de base at at+jet de hauteur r/ie, 

P 

et le trapkze mixtiligne de m6me base limitd k I’arc, nous 

dirons que ce deuxieme constitue un domaine de points plus grand 
que le premier, simplement parce qu’il contient tous les points qui 
se trouvent dans le rectangle et qu’il renferme de plus des points 
qui n’appartiennent pas au rectangle. 

' Si nous op6rons de m6me pour tous les intervalles parliels, 
nons constituons un domaine limits par I’arc de courbe qui sera 
plus grand que le domaine constitu4 par tous les rectangles 
int^rieurs. 

De m£me, si nous avions consider^ les rectangles de hau¬ 
teur '/j%, chaque rectangle aurait constitu^ un domaine plus grand 
que le trap6ze correspondant, et la somme de tous ces rectangles 
cxterieurs aurait constitue un domaine plus grand que celui limits 
par I’arc AB. 

Si nous subdivisons une deuxieme fois tous les intervalles^, 
nous obtiendrons de nouveaux domaines constitu^s par des rec¬ 
tangles int^rieurs ^2 d une part et par des rectangles exterieurs S 2 
d'autre part. On aura ^videniment 

En continuant ainsi, nous obtenons des suites de domaines • -sn. 

Si, S 2 , • • • Sn tels que 

Si < s* <•••<««< «^ < Sn < < • ■ * <^1- 

cT2 

Or, k la notion de domaines polygonaux, nous savons 

rattacher la notion d’aires de ces domaines. Cesairesa, Ui, ^2 * * * 

Ai, A 2 , • • • An seront telles que 

Ul <C a* *<! fls An An—I <C * ’ * A2 <C Aj. 

Nous admettrons qu’Ji tout domaine de points limite par 
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une courbe, correspond une aire et nous pourrons dire alors avec 
certitude que le domaine q limits par I’arc a une aire a comprise 
constamment entre an et An. 

Toutes les aires a< vont en croissant et restent inf^rieures a A^. 
Elies ont done une limite a. Toutes les aires ki ont egalement une 
limite A. Ces limites sont pr4cis6ment les limites des sonimes que 
nous avons consider^es dans la definition de I’inWgrale d^finie. S 
ces deux limites sont les m^mes (nous montrerons que cette limite 
est ind^pendante du systfeme d'axes choisis), nous dirons que cette 
limite est la valeur de Taire du domaine limits par Tare de courbe, 

II en sera ainsien parliculier si la fonction y = f{x) est int^grable 
dans rintervalle ab. Dans ce cas la limite commune independante 
du mode de subdivision de rintervalle est repr^sentee par rint4- 
grale d^finie n 



Cette aire est plus grande que celle de n'importe quelle somme 
d’aires rectangulaires inscrites et plus petite que celle de rectangles 
circonscrils. 

De cette notion d’aire limit6e par un arc de courbe entre deux 

parall^les ^ oy, on passe ais4ment h la notion d’aire comprise 

a rint^rieur d une courbe fermee quelconque AM^BMiA. 



Et d’abord en supposant qu’une parallHe A oy ne rencontre la 
courbe qui limite le domaine qu’en deux points Mj, nous savons 
definir Taire aAMiBb et Taire aAM,B6.« 
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^ Nous admettrons que si S|, S, sont les Taleiurs des aires corres- 
pondant k deux contours ferm^s contigus, Sj -f* ^ valeur 

correspondant au doit^aine limits par I'ensemble des deux premiers. 

Le domaine compris k I’iat^rieur de la courbe ferm^e sera la 
difference de ces deux domaines. L’aire limitee par le contour sera, 
par definition, la difference des aires des deux domaines 

Si une parallele k oy rencontrait la courbe en plus de deux points, 
nous decomposerions la figure en un certain nombre de figures 
partielles, pour chaoune desquelles il n’y aurait que deux points de 
rencontre. 

Cette notion d*aire e&t independsnte des axes. 

Nous allons montrer que cette aire ainsi definie est bien indepen- 
dante du syt^me d’axes que Ton a dft choisir initialement pour 
definir I’airetrapezoidale. 

En elfet tout d abord, considerons un triangle quelconque 

ABC ; nous pouvons le decomposer en triangles dont deux c6t4s 
sont paralliles aux axes, et calculer au moyen d’inWgrales ce que 
nous avons defini comme aire du triangle. Nous Irouverons que 
cette aire est le demi-produit de I'un des c6t6s par la hauteur cor- 
respondante : cette aire est done bien ind^pendante des axes de 
coordonn^es, 

8i 

En decomposant un polygone en triangles et par la propriety 
d’addition que nous avons adoptee, nous 
voyons que I’aire du polygone est iden- 
tique k la notion d’aire en g^om^trie ^14- 
mentaire et que cette aire est aussi indd- 
pendante des axes de coordonndes. 

Prenons enfin un domaine limitd 
par une courbe fermde sans points doubles, 
a 

Choisissons ^ I'intdrieur un point 
quelconque et inscrivons dans la courbe 
une ligne polygonale. Pour dvaluer I’aire du domaine, nous pouvons 
le ddeomposer en secteurs partiels OAjA,, 0Aj4,, • • • et prendre la 
somirie des aires de ces secteurs partiels. 

Si nous augmentons inddfiniment le nombre des cdtds du poly- 
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gone, je dis que Ton pourra substituer ^ cette somme de sec- 

teurs la somme des triangles correspondants OAjA^, • • • 

S 

11 suRit k cet effet de montrer qne I’aire correspondant 
•chaque segment A^MAi est inflniment petite par rapport A I'aire du 
triangle correspondent. 

Or, en d^signant par d la distance maxima d’un point de I’arc k 
la corde AjA|, le domaine correspondant au rectangle de base A^Aj 
et de hauteur d est plus grand que le domaine du segment, et par 
suite aussi I’aire du segment est inf<6rieure ^ I’aire du rectangle. 

Le rapport de I’aire du rectangle k I’aire du triangle OAiA, 

est ^, h designant la hauteur du triangle. Or ce rapport peut £tre 

rendu [aussi petit qu’on le veut en augmentant sufiisamment le 
nombre de cdWs de la ligne polygonale. 

L’aire du domaine est done aussi la limite vers laquelle 
tend I’aire du polygone inscrit, quand on double ind^finiment le 
nombre des c6tds, et cette definition est ainsi inddpendante des axes 
de coordonn4es choisis. 


Evaluation des aires planes. 

les axes feraient entre eux un 
trap4zoidale aAB6 en trapezes 
par des parall^les k oy et nous 
obtiendrions comme expres¬ 
sions de I'aire 

S = sin oj" y dx, 

Farabole. — Considdrons un 
point 0 quelconque de la para- 
bole et rapporlons celle-ci deux 
axes: 1® la tangente en 0; 2® le 
diambtre correspondant. 

Ges deux axes forment entre 


Applications. — Dans le cas oh 
igle 9 nous d^composerions I’aire 



un angle 9. 


La parabole aura une 6quation de la forme 


= 2py, 


a;® 
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L’aire du triangle curviligne o6B aura pour valeur 


P 




. 16 ’. 
‘^® = 2p-3”" 


On pent I’^crire 


16 ’ 1 

S = o 6 75 - sin 9 = nob X 6B X sin 0. 

XJ Ap O A 

(U 

Cette aire est done le tiers de I’aire du parall4llo- 

grarame. 

II en estde mSme de I’aire du triangle oaA, et par suite, I’aire du 
segment de parabole compris entre I’arc BOA et la corde AB est 
4quivalente aux deux tiers de I’aire du parallelogramme aA6B. 



Ellipse. — Si Ton rapporte 
I’ellipse k deux diam^tres con- 
jugu4s faisant entre eux Tan¬ 
gle 6, elle a une Equation dela 
forme 


^ /_ i —0 

,'s ^ ^ 


d’ou 


6 ' 


~ o' “ **• 


3i ^ 

L’aire trap^zofdale a pour expression 



Xi et aJa ^tant les abscisses de nji, mj. Or Tint4grale est 

I 

ind4pe.ndante de 6. Si done on considers une autre ellipse 

rapport^e k deux nouveaux diam^tres conjugu4s faisant entre eux 
Tangle 9i, ayant m4me diam^tre OA, Taire du nouveau segment 
correspondent aux monies abscisses sera 


S. 



— dx. 
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d 


On aura done 


St 


6' sin 0 6' sin 0} 


En particulier, si cette nouvelle ellipse est nn cercle, 


b[ = a', 04 = ^ ^ ^ 

Ui 

L’aire du segment est done proportionnelle i Taire du 
segment eorrespondant aux mSmes abscisses dans le eerele homo* 
graphique. 

En particulier pour = 0, Xg = a' on a le quart de Tellipse. 
Or 

Si -r- d ou S := —7— sin 0. 

4 4 

L’aire de I’eliipse est done S == na^b' sin 0. On en conclut 

un des th^or^mes d*Apollonius: 

Pour tout systhme de diamhtres conjuguds d*une ellipse^ le pro- 
duii a!b‘ sin 9 reste constant (aire da paralUlogrammc construit surdeux 
diamhtres conjugu^s). 

Hyperbole. — On trouverait de 
mSme Taire d’un segment hyperbo- 
lique. Consid^rons en particulier Thy- 
perbole equilatere rapportee h ses axes 

( 1 ) 

Cette Equation conduit k la notion 
de functions analogues au sinus etcosi- 

P ‘ . 

nus d’un arc. Geux-ci ont d’ail- 

leurs 6i6 introduits par la consideration du cercle + y* == 1, et 
on remarque que cette derni^re equation dilT^re peu de celle de 
rhyperbole. 

<^2 . 

Or le sinus et le cosinus sont respectivement Tordonn^e et 
Tabscisse d'un point eorrespondant k I’arc AM = u, et d’ailleurs 

u = 2 secteur 0AM. On va done consid^rer dans Thyperbole 
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I’ordonn^e et I’abscisse d’un point M comme fonotions dela (juantit^ tt 
qui sera le double du secteur 0AM, 



Fig. 17. 


Or on a 


aire 
c’est-ii-dire 

D’oii 

8i 


AmM jT ^ =*»»urf. OmM — surf. 0AM = ^ 




ydx. 


du = xdy — ydx. 


D'aiUeur9 en diff^rentiant I’^quation (1) 
0 = cc dec j' dy 


on en d^duit 


dx dy 

Tu^y, i = 


En integrant par exemple la deuxifeme 

*=71^ 

vT+y* 


on obtient 


1 = r ■ 3=1 L(y -h ■+• 7*) =*= LO-' + »>, 

Jo V* + y 


3>-^y =ae“ 


(2) 
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De (1) et (2) on d^duit sans peine 


xzs, 



y = 


^ On djisigne ces fonctions sous le nom de sinus et de cosinus 
hyperboliques de la variable u 


sha — 




eAa = 


gW ^ £- 


Elies satisfont k la relation 


ch^u — sh^u = 1 , 

et d’ailleurs 

dcha , dshn , 

Pt 

Ge sont des propri^tes tout k fait analogues, comme on le 
voit, k celles du sinus et du cosinus. On pent verifier de plus, par 
simple remplaceraent, les formules suivantes d’addition 

sh(a -+-«) = shttchv -f- shveha, ch(tt -t- v) = ehaohv + shu$hv. 


Changement de variables. — Nous avons ddjk vu que si la courbe 
est d4finie par deux Equations 

«=/(0f y = 

I’inWgraleJ^ y </x se transforrae en 

jh 

Iq, t-i correspondant aux abscisses ah. 

On peut aussi 6crire 

S = ^J* xdy — ydx=:^J' 

Exemple: Cycloide. Les Equations de la cycloide rapport^e ^ sa 
base, et en prenant pour origine un point de rebroussement, sont 


X = R(( — sin /), y = R(1 — cos <). 
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L’aire du secteur omM est done 

S=‘r»(1 2t) 

la boucle enti^re correspond f ss 2n : S = SttR*. 

Elle est le triple de I’aire du cercle g4n4rateur. 

Aires en cooidonn^es polaires. — Consid4rons un arc de courbe 
i® = A^) rapport4 h un axe polaire ox. Si nous cherehons I’aire d’un 
secteur OAB, nous le d4compose‘rons en secteurs414mentaire OMiM,. 
Soient r, R, les rayons polaires maximum et minimum correspon- 

dant k I'arc 414mentaire MiM,. L'aire du secteur OMiM, sera 

comprise entre les aires des secteurs circulaires et |r*Aw. 

On aura done * 

< AS< ^R'Ato. 

Si Ton fait la somme de toutes les in4galit4s analogues correspon¬ 
dent aux divers secteurs 4lementaires, on a 

< SAS < 

P 

Or lorsque tous les ^l^ments Aw tendent simultancSment 

vers z6ro, si la fonction /(w) esi integrable dans Tintervalle w^Wj, les 

1 

deux sommes extremes ont m4me limite s I : le secteur cur- 

viligne aura done 4galement celte limite. On aura done 



Soit, par exemple, la lemniscate 

p* s=s a* cos 2w. 

L’aire d’un secteur compt4 A partir de I’arc polaire sera 

1 r“ 1 r" 1 

« = 2 J — 2 J ^ a® ain 2w. 

Enparticulierla demi boucle enti4re qui correspond Aw = | a pour 
aire, S =|a*. 
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Longueur d’un arc de courbe. — Consid<^rons une courbe gauche 
dont les Equations sont 

®=/(0i y = ?(0. ^ = 

et prenons sur cetle courbe un arc correspondant aux valeurs de t 
comprises entre /q et T. 

Nous supposerons que dans cet intervalle les fonctions/, ^ 

sont finies et admettent des d^rivecs continues. 

Nous allons definir la longueur de Tare AB. 
a 

DecomposonsTarc AB par des points de division Aq, A^, • • • 
At, • • • B correspondant aux valeurs ^ • • • T. 

La longueur du c6t6 A^Ait+j. est 

k = (jA4i — ykY — ^icY 

= I 4+1 - 4 1 

('^/c» compris entre tk et fk+i. 

Or les d^riv^es, 6tant par hypothfese continues, le sontuni- 
form^ment dans cet intervalle borne : on peut done trouver un 
intervalle yj tel que, sous la seule condition \ f — Z' | <; y?, on ait 

et de m^me pour <p et cela quelles que soient les valeurs de t\ f 
dans rintervalle. 

Si nous supposons que tous les intervalles Zit+i — tk sont 
moindres que yj, il en sera k fortiori de mSme des differencesr* ~ Zt, 
r'k — /*, — tk^ et les derivees differcront des 

deriv^es au point Ik d’une quantity moindre que s'. 

On pourra done ecrire 


h — 1 4+1 — 4 I s/x^^(k) -r- y^(4) 2:'^(4) -h 

Le radical peut aussi s'ecrire 

s, etant inferieur k une quantity s choisie aussi petite qu’on le veut. 
(0 

Le p6rim^tre du polygone incrit est done 4gal k 

2 I 4+1 — 4 I 2 :1 4+-i T I 
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La deuxi^me partie de la somme est inf^rienre k 
eSl<*+, —i*|=5e|T —<o| 
elle peut done ^tre rendue aussi petite qu’on le veut. 

La premiere partie, quand tons les intervalles tendent 
vers zdro, a pour limite I’int^grale 

S == 4- H- 2'* dt (l» < T). 

< J'o 

C’est cette integrate, limite de la longueur d’une ligne poljgonale 
inscrite dans I’are, que nous appelierons longueur de I’arc AB. Elle 
est inddpendante de la mani^re dont on inscrit la ligne polygonale 
et de la fa 9 on dont on fait tendre ses c6t4s vers z^ro. 

Si Ton considire les arcs k partir dune origine fixe /q jusqu'k 
une extr4mit6 variable r, la longueur de I’arc sera une fonction de t 
donn4e parj 



On en d^duit 


= (/'« + 4 - 

c’est*^*dire 

ds* = da;* -4- dy* -4- dz*. 
p 

on remarquera que cette relation est ind^pendante de la 
variable iad6pendante. 


Applications. — Pour la cycloide dont les Equations sont 
« = R(t — sin t), y -- R(1 — cos t), 


on a 


Done 


dx = R(1 — cos i)dl, dy = R sin tdU 


dt* = R»(2 — 2 cos l)dt* = 4R* sin* j d<*. 


Et par suite 
en supposant que les arcs croissent aveo t. 


ds = 2R sin 2 
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•A 

L’arc coinpt4 & partir du point de rebrbussement est 

done 

S 5 ‘^^ = (— cos 2)0 — 5‘ 

La lon^eur d’un arceaucomplet correspondant 4 r ■■ 27r est 4gale 
ii8R. 

OhabMtte. — Pour la chainette d’bquation 

8 - 

en prenant x comme variable indbpendante, on trouvera pour 
longueur d’un arc comptb h partir du sommet de la courbe 


Or on a 


1 / - 


En dbsignant par «. Tangle que la tangente en un point fait 
avec ox on a done 

S = atg«. 

II est aisb de construire cette longueur. 



Fig. 18. 

Menons la normale MN. Sur la paralUle k oyy prenons MB >■ a. 
La parallble k ox menbe par B rencontre la normale en N, tel que 

BN s=s BM tg ot = atget. 

On a done BN » AM. 


408 


COURS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGB.AL 


Parabole. — Pour la parabole 

y^ = 2pT. = 

On aura 



On a done 


On trouve 



S = 




p I y p ^. 

2 P i 


On peut d4duire de cette formule unresuUat interessant. 

Prenons sur la tangente une longueur MO' = MO = S et menons 
o'y perpendiculaire k O'M. La projection du foyer sur la tangente se 
faisant au point H de rencontre avec oy, en designant par « I’angle 
de la tangente avec ox, on a 


Si 


* — P 

= ^ = 


COS a =: 


v/y* 


MH 


= = A ^ \/p* •+- . 

COS (X JLp cos a Zp 


Done 
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D’oil 


D’aulre part 


P. 


2 p 


FH 


£— = 9 ^p 


2 sin a 


-i- 

J • 


Si done, la parabole etant suppos^e d'abord tangente en O' 
h O'Men son sommet O', on imagine qu’on la fasse rouler sans 

p 

glisser siir celte iangenle O'M, l^^s coorddnnees de F par 

rapport aux axes O'M, O'y sont des fonctlons de y. 

X = O'll == L ^ Y = Vll = 

ce qui donne le lieu du foyer F dans le mouvenient de roulement. 

On pent eliminer y. On ddduit en ellet 


y -t- v^pL±V _ 


: e ' p. 


Kt par suite 
En ajoutant 

Done 


2X 


- 

— r + v/p* + g p. 

p 


-y/p* + "r == — =«'’■*■ * ’’ 
p ^ p 


2X 


2X 


/ 2X 2X\ 

!\eP^e y). 


Y = P\ey 

4 


Le point F dccrit done, dans le roulement, une ehainette de 
parametre 

Ellipse, — Dans le eas de Tellipse 

h , _s , —6 xdx 

y == - \/a^ - dy - — j:^ ... r=r = r r y 

^ « \Ja^ — 


S = i T- dx. 

a Jq yja^ — x^ \Ja^ — 


^2 


I’arc est done donnd par la dilference de deux intdgrales 
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elliptiques, Tune de premiere esp^ce, I’autre de deuxi^me ’esp&ce. 
<]’est d'ailleurs ^ leur rdle dans la reolification de Tellipse que ces 
int^grales doivent leur nom. 

En faisant le changement de variable x ss a sin f et posant ^ ssfc, 
on a 


1 n__.' 


a*(l — sin^ cp) 


cos <p \/i — sin* f 


__ 

aco»cpdf==a j — /f^ sin* <p dtp, 
‘ - /n 


en comptant les arcs k partir du sommet B. 

(p est le compt^ment de ranomalie excentrique d^un point. 

C est cette int(5grale que Legendre appelait integrate elliptique de 
seconde espfcce. 


Coordonn^es polaires. — Si la courbe est donate en coordonn4es 
polaires p s= /{cp) les formules de transformation sont 

X = p cos tp, y — P sin tp. 

Par suite 


ds* = dx^ dj'* = dp* -f- p*dcp*. 


L'arc peut done 4tpe calculi encore par une quadrature. 


Formule de Legendre. — On sail enfin que Ton peut consid^rer 

une courbe comme I’enveloppe de ses tangentes. En d^signant 

par a Tangle que foil la perpendiculaire issue de Torigine & une tan- 
gente, par p la distance OT de 0 & la tangente, T^quation de cette 
tangente se met sous la forme 

(1) X cos « -4- sin a — p = 0. 

La courbe sera d4termin4e quand on connallra la fonction p(a). 

Les coordonn4es du point de rencontre de deux tangentes infi- 
niment voisines, e’est-i-dire d’un point M de la courbe satisferont k 
T4quation (1) et k T4quation d4riv4e 

~ ® sin a -j- y cos a = 0. 

On obtient 

X = p cos a — p' ua a' y = p sin a 4 - p' cos a. 

On voit done que /x' — TM. 


P 
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Si Ton veat avoir Texpression de I’arc de courbe, il 

diffi^rentier 

dx — — (/)-<- /»') sin ada, dy ={p ■+■ p") co® 

(l> 

Done 

± da = (p + p’)dc, ±s=f%da + [p')l^ 

c/AO 

I’arc 6tant compte k partir du point correspondant k «o. 

Cette formuleportelenomdeforraule de rectification de Legendre. 
Appliquons-la & I’ellipse 


5_ 


On trouve facilement 
p z=: \Ja^ cos* a 4 - 6* sin* a 


V* 

— 1 = 0 . 


c* sin a cos a 

/ _ _ _ - — ■ - • 

P y/a* cos* a 4 - fr* sin* ct 

Si I’on compte les arcs partir du sommet A (ccq = 0), on a 
rcL _^__ c* sin a cosji^_ 

* Jo‘ ~ 

poL ■ - - . c* sin a cos 01 / 

= a VI - fc* sin^- ad. - + W„Ti V a*r 

Jo ^ 

Or nous avons vu ’ qu’en d^signant par (p le co^pl^- 
ment de I’anomalie excentrique d’un point M', c’est-&-dire 1 angle 
BOm', on avait 




BM' = a J^)/l 


► k* sin*< dt. 


Si done au point M pour lequel la normale fait Tangle « 
avec OX, nous associons le point M' correspondant k xme anomalie 

excentrique j — «, on aura ^ = a. 

BW = a f \Ji — k* sin* idt. 

Vo 

La formula de Legendre deviant done 

S = AM = ^—TM. 

Ce rfeultat porte le nom de « formule de Fagnano ». 
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Si I’oti considfere le point correspondant h I'anomalie excen- 
trique ^ c'est-k*dire le point j = a sin ijj, y — b cos f, la nor- 
male en ce point fait un angle a tel que 

«g a Ig 9 = 



On remarque que cette relation est sym4trique en « el f. 

p 

Le point oil la normale fait Tangle f correspond done ^ 

I’anomalie ^ • ^’est done le point M'. Les points M et M' sont 

done r4ciproques : Tangle de la normale en Tun des points fait avec 
oy un angle egal Tanomalie excentrique de Tautre. 

(t> 

On a done aussi 

BM — AST = T'M'. 

Mais 

BM —AM' = BM' — AM. 


Done TM = T'M'. 

Les deux points M, M' sont done aussi ceux qui correspondent A 
la m4me longueur du segment de tangente TM. 


11. — INTfiGRALES CURVILIGNES 

On peut 6tendre la notion d’int^grale de la mani^re suivante: 
Consid^rons par example un arc de courbe plane C que nous 
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prendrons soil sous la forme y — (p(x) soil en nous donnant x et y 
en function d’un paramdtre t. 

Prenons d’autre pai^t une function de deux variables P(», y) bien 
d^terminde, continue, lorsque le point x, y se d^place sur Tare de 
courbe consid4r4. 

Partageons cet arc par des points de division A, Aj, Aj. • • •, B 
d'abscisses Xq, aCi, • • ■ Xn. 

*.5 ‘ 

Dans I'intervalle AiA*+i, choisissons d'autre part un point Oj. 
Nous d^signerons par yi» ' • ‘ • Y = 6 les ordonndes des 

points correspondants de la courbe, par Sk, y]k les coordonn^es de 
chaque point interm^diaire. 

$ 

Consid^rons la somme 

2= (ail — Xo) P($0) ''lo) —3^0 • • ■+■ (^t+i — P(?*,• • * 

= — Xh^ P(5ki T,/,). 

'5' 

Je dis que 

Celle somme a une limile lorsque tous les arcs AuAk^i fendent 
simullaniment vers ziro d’une maniire quelconque, el cellc limile 
esl la mime quel que soil le point BkT,k que I'on choisil dans chaque 
inlervalle. 

Cette limite s’appelleral’intdgralecurviligne / P(®, y)(/a! 4tendue 

Jab 

& I’arc AB. 

0 

En elfet, si la courbe est represent4e par I'dquation y == f{x), 
pour tout point x, y de cette courbe, la fonclion P(x, y) se 
r^duit Ji 


P 


P(a;, <p(x)) = F(x), P($,. - 0 *) = F(5»), 


la somme consid^r^e se rdduit done k 


2(xi+, — X*) F(?*). 


Supposons d’abord que, end^crivant Fare de courbe AB, la varia¬ 
ble X varie d’une fa^on continue de aco Ji X et toujours dans le m4me 
sens. 

Lorsque tous les arcs AtAt+i tendent vers z4ro, il en est de m4me 
des inter Valles a*+i — «*.. 
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La limite de la somme n'est autre que rintdgrale d4fini& 
ordinaire 


C F{x)dx = j P(a:, ^(a:))cfcE, 

JiTq Jxq 


2° Supposons maintenant la courbe donnde sous la forme 


/(O. y = W)> 


L’arc de courbe AB est obtenu en faisant varier Me & T. Sup¬ 
posons que dans cet intervalle x', ne devienne ni nulle ni infinie. 
Lorsque x variera toujours dans le m4me sens de x^ kTi, t variera- 
4galement toujours dans le mSme sens de /g k T. 

h 

Aux abscisses scj, • • • a:*, • • • X correspondront les valeurs 

^0) * *' 


A toute valeur de x comprise dans I’intervalle a:,X correspond 
une valeur unique de I de I'intervalle et par suite une valeur 

h 

unique de y. On pent consid4rer y comme une fonction 

d^termin^e de x dans I’intervalle, et on retombe done sur le cas 

pr4c4dent. 

B Nous avons suppose que, sur I’arc AB, 
X variait toujours dans le m4me sens de 

a 

Xg k X. Supposons que cette con¬ 

dition ne soit pas remplie, mais que Ton 
puisse n^anmoins decomposer I’arc AB 
en un nombre fini d’arcs partiels dans 
chacun desquels x aille soit constam- 
ment en croissant soit constamndent en 
ddcroissant. 

Soit par exemple I’arc ACDB, les 
points CD correspondant k des points d’abscisse maxima ou 
minima. 

On pourra d^finir chacune des int4grales 
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6t psT d^Saaition: on aura 



en remar^nant toutefcus que la fonctiao j ^ f)(s) n'est pat' la m^tna 
sur ks arcs AG,, CD; DB^. 

Remarque. — Lorsque la courbe est donnee sous la seconde forme, 

a, V 

il est bien Evident que Ton a avantage 4 ramener le calcul 
de rint4grale 4 celui d’une fonction de t. 

Nous supposerons que la fonction oj *= f(l) admet une d4riv4e 
qui soit continue daris I’intervalle. 

Supposons provisoirement de plus que cette d4riv4e ne s’annule 
pas. Quand as variera de sCj 4 X toujours dans le m4me sens, i variera 
toujours dans le m4me sens de /o4T. 

S 

Gonsid4rons deux valeurs de x, xt, xt+i et les deux valeurs 
correspondantes de t, h+t. 

On aura 

®*+i — = 'pC^+i) — ?(4) == (4+1 — 4) 

0i 4tant compris entre 4 et /*+i. Comme par hypoth4se f\i) n’est ni 
nulle ni inGnie dans I’intervalle, les differences a-t+i —xt et /»+i — /» 
sont cerlainement infiniment pelites en m4me temps. 

8i 

Puisque nous pouvons faire ddcroitre tous les intervalles vers 
z4ro d’une mankre quelconque, nous pouvons supposer que nous 
obtenons ce rdsultat en prenant des intervalles 4+i — A tendant 
vers z4ro. Puisque Ton peut choisir arbitrairement le: point dans 
chaque intervalle, nous pouvons supposer que nous, prenons a 
chaque instant le point correspondant 4 la valeur 0*. Nous aurons 
done 

On a done 4 consid4rer la somme 


SF(9*) (4+, — 4)?'(0*). 

CO 

Tous les intervalles partiels f*+i—tendant siraultan4ment 
vers zero, cette somme a une li'mite qui est I’int^grale d4Gnie 
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S’il existe des points en nombre lini pour lesquels la d^riv^e f'(/) 
s’annule on deviant discontinue, tout en restant finie, on d^composera 
I’int^grale totale par ces points de division et la fornnule de trans¬ 
formation restera applicable sans que Ton ait ici k decomposer 
I’inlervalle en intervalles partiels; c’est done 14 un avantage. 

En resume: si la courbe est donnee sous la forme y — f{x) on est 
ramene a I'integrale 



Si la courbe est donnee sous la forme 


® = <f(0. y — KO- 

A la condition que (p'(l) reste finie, le calcul est ramend 4 celui 


de I'integrale 


/ 


P(?(0» W)) 


Enfin, si (ft'(l) devenait infinie pour une valeur Tj, on decompose- 
rait I’intervalle par ce point de division. Soil ^ I’abscisse corres- 
pondante. On aurait 


j r>% — e /‘t — e' 

La premiere integrale a;yant une limite I P{x,y)dx, la seconde a 


cerlainement une limite et les deux limites sont les memes. 

La formule est done absolument generate. 

11 est bien evident que si Ton change lesens du parcours de I’arc, 
I’integrale est changee de signe. 

$ 

Etant donnee une fonction Q(a:, y) on pourrait considerer 

de meme la limite de la somme 


-QG*i vi*) — yie) 


lorsque le point scy decrit I’arc AB. 

D’une faQon generate on pent done considerer les integrates 

curvilignes 
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Dans le cas ou la courbe est donn^e sous la forme x = f(/), 
y =±= (]>(/), le calcul est ramen6 a celui de Tint^grale ddfinie ordi¬ 
naire . 





Application. — Consid4rons par exemple une courbe fermee G 
et supposons d’abord qu’une parallfele k oy ne rencontre la courbe 
qu’en deux points. La courbe presente deux points A, B d’abscisse 
minima et maxima a, 6. Une parallele quelconque d'abscisse inter- 
mddiaire rencontre la courbe en deux points mi, /riad’ordonnees 

yi = = <Pa(a!). 

Nous savons que I'int^grale ydx repr4sente I’aire limit4e par 
I’arc de courbe A/ngB. 



L’aire comprise k TinWrieur du contour C est done 6gale k 

b 

(7a— 

Nous supposerons que le sens de rotation des axes ox vers oy soit, 
pour un observateur, debout sur le plan de la figure, celui de la 
droite vers la gauche (sens inverse des aiguilles d’une montre). 
Supposons d'autre part que ce mSrne observateur decrive le contour de 
mani4re qu'il ait k sa gauche Taire que Ton considere, ce sera le 
sens AmiB/WgA. Nous pouvons consid4rer ce contour comme form4 
par la juxtaposition des arcs Am^B et Bm^A. 

Garrus. — Cours de Calcul difl^rentiel et integral. 



27 
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Considdrons Tint^grfiile curviligne 

I ydx — I yida;4- I y^dx. 

%Jg tJci t/Cj 

Sur le premier arc, on a y = et la premifere inWgrale 
'*6 


se ram&ne k Fint^grale d6finiej^ yidx. 


Sur le deuxi^me arc, on a y =. yg* lorsque le point d6crit Fare 
BwgA, la variable x varie de 6 k a. Cette deuxi^ine integrate curvi¬ 
ligne est done 

/^a nb 

I yadxrr:— J y^dx. 


L’intc^grale curviligne totale 


^y dx es 


est done egale 


—(rs — yi¥^ 

e'est-i-dire k Faire limit^e par le contour, cbang6e de signe. 

Nous allons 6liminer la restriction introduite : 

Nous supposerons que^ 4tant donnd un contour quelconque G, on 
puisse, en introduisant un nombre fini de segments de droite, joi- 
gnunt deux a deux les points a tangente verticale, decomposer le 
contour en contours partiels pour chacun desquels une parallele 
k oy ne rencontre la courbe qu’en deux points. 

L’aire consideree sera decomposee en aires partielles 
Wg, Wg. Le th6oreme sera applicable k chacune de ces aires et on 
aura 

— ojj = j ydx, etc... 

JL, 

le contour Lj = cm^dc 6tant parcouru dans le sens direct, 

—to,= r + r • 

d Jdc 


De mfime 
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Or d'apr&s la re marque faite 



En ajoutaut toutes ces 4galit4s, au premier membre, on aura 


— (wi + Wj -J- • • •) = — Q. 

P 

Et au second membre il ne 

restera que la somme des int^grales 
curvilignes prise suivant les arcs cm^d, 
dm^c, • • • formant le contour total C. 
On a done bien encore 



Ofi d^montrerait de la mSme mani^re 
que Ton a 




On pourrait recommencer une demonstration analogue, mais 

p.? . 

il suffit de considerer que, dans celte nouvelle integrale, on 
permute le r6le des variables x,y. Ce qu'il faut consid4rer e’est le 
sens de parcours du contour C par rapport au sens de rotation des 
8 . 

axes ox, oy, 11 faudrait done considerer un sens de parcours 

qui soit le m^me que celui des axes oy vers ox. Or le sens de par¬ 
cours sur G est suppose le m6me dans les deux inUgrales. On doit 
done avoir dans la formule un changement de signe. 

En ajoutant les deux int^grales on voit que 
0 = ^£xdy-ydx = ^£x»dl- 


Application. —-Si la courbe est unicursale de la forme 
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(P, Q, R d4signant des polyndmes que Ton peutsupposer de mSme 
degr4). On a 

„ i r ^jY 1 TP* PdQ —OdP 1 rPaQ —QdP 

“ = 2j ® -P-= 2j -- 

P 

Cette integrate ne portera que sur une fonction rationnelle 

de d^nominateur R®, (andis que I’integraleJ^yd»par exemple aurait 

conduit k une fonction rationnelle de d^nominateur R^. 

Exptnple. — Soit le folium de Descartes 

3.30 A 3a< 2aP 

a’-t-y’ —3axy=:0, a = j-q--^, y = 

On obtiendra la boucle en faisant varier I de 0 k -l-o® • L’aire de 
cette boucle est done 


=u 




.dl. 


_3a» ( _1_ \* ._3a* . 
2 \f “h i^/0 2 


(1 4- ly 

Remarque. — Comnie on vient de le voir, une int%rale curvi- 
ligne I ]?dx + Qdy se ramfene h une somme d’int^grales d^finies 

«/AB 

a,«X2 

ordinaires. Si done P, Q sont fonclions d'un paramfetre a, la 

formule de derivation sous le signe J pent lui 6tre appliquee et on a 

^ f P(x, y, a)dx + Q(x. y. a)cly = f + l^dy. 

%J AB AB 


Generalisation : Courbe gauche. — La notion d’integrale curvi* 
ligne s’etend immediatement k une courbe gauche quelconque dont 
les equations sont 

® — ?(0t y = "KO. 2 ==■ 

P, Q, R designant Irois fonclions de a, y, z, on definira 
I’integrale^Pd® + Qdy + Rdz comme la limile de la somme 

2P(5t. nhj Q —*a) ■+■ Q(?k. ’i*. ?t) (yn+i —yO 4*) {^*+i—2*). 
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Le calcul de I’inWgrale se ramfenera A celui de I’ml^grale 
d^Bnie ordinaire 

’ I [^{?> '!'» R0']d/. 

J(o 


III. — Equations aux diff^rentielles totales 

Le premier probl^me d’inWgration que nous avons rdsolu a : 
Etant donnde une fonction /(as) d'une variable, quelle est la fonction 

F(a) qui admet pour deriv4e f/x) ? 

Le probl^me qui se pose tout naturellen'entensuiteest lesuivant: 

^tantdonn^es deux fonctions de deux variables x, y,fi(x, y)> 
A(a, y)- fonction F(a;, y) qui admet pour d^riv^es 

partielles par rapport a; et a y les fonctions donn^es fi(x, y) 

/2(®> y)‘^ , 

Plus gen«5ralement, ^tant donn^es n fonctions de n variables 

Mxi.sct, • • • X 2 , • • • a:,,). • • • ■ Xn), 

quelle est la fonction de ces n variables F(.i:i, x^, • • • x„) qui admet 
pour d6riv4es partielles les fonctions donn6es • • ’ Jn' ouqui 

admet pour differentielle totale 

d¥ = fidx^ -h- fzdx2 -\~Jnd(io,f 

Tout d’abordleproblfemeest-il possible? Nousallons 

montrer que les fonctions •;•/„ ne peuvent pas fitre choisies 
arbitrairement mais doivent satisfaire k des conditions n6cessaires. 

Par hypothese - on doit en effet avoir 


et en general 




s= /(Xj, Xi, - x„), 


liXi 


' = f,(x„ • *„), ~ 


(I) 

^ Si on derive la premiere de ces 4galiWs par rapport i Xj, et 
la deuxiOme par rapport ajj, on aura 


a^F 

dX/f 


dXff 


a^F _ a^^ 

dX/idXi axi 
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d«F 

dxjda:, 


Or si la fonction F existe, les deux d^rivees rectangles 
- doivent 6 tre identiques. On en conclut que 


- f 

bXibCCJ^ 


( 11 ) 




Cette 6 galit 6 (qui se r 6 duit k tine identity si i == k) doit avoir lieu 

quels que soient les indices /, k. On a done — 2 —~ Equations de 
condition. 

Par exemple si Ton n’a que deux variables a?, y, pour que 
Pda? + Qdy soit une diff^rentielle totale exacte, il faudra, que Pon ait 


by bx 

Nous allons voir que, si les conditions II sont remplies, 
solution est possible, et nous la determinerons. 


4^ 


la 


a, a 

Determination de la fonction. — II faut d’abord deter¬ 

miner une fonction F qui satisfasse par exemple k la premiere des 
Equations 

^ 2 , ••• ^n). 

(J2 

Si nous consid^rons Xg, flCg, • • • x„ comme des parametres, la 
fonction 


u 



• • . Xn)dt 


ou a est une constante arbitraire y satisfait,^videmment. 

La difference F — U, admettant une d^riv^e par rapport k x cons- 
tamment nulle, est done ind^pendante de Nous pouvons done 
poser 

F = U - 4 - ^{x^Xzj • • • Xn). 

Voyons a quelles conditions doit satisfaire <I>. 

Prenons Tune quelconque des Equations I 

••• »«)• 


Elle deviendra 


aU d* 
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^ On a done k prendre la d6riv6e de la fonction U par rapport 
au parara^tre Xk. On sail que 


axk 


= f ••• 

Jai 


^ Mais, par hypoth6se, les conditions (II) doivent 6tre satis- 
faites quelles que soient les variables acj, • • • *»• ® done pour 

la valeur / de «! 


Done 


~ {<, ac, • • • ar„) ^ (t, x„). 

: J ••• x„)dl. 


dU 

bX/c 


L’integrale du second membre peut 6tre calcul6e. Elle est 6gale 4 

fk{Xi,Xt, ••• Xn) —••• ^n)- 

N 

L’equation (3) s’4crit done 

fH{xi,Xi, • • • x„) X„ • • • *n) + =/»(x„Xa, • • • x„) 

et se r^duit k 


a*l> 

dX/c 


= /*(Oi.®». ••• ^»)- 


En transformant ainsi toutes les equations I, onobtientdoncle 
systfeine 


(III) 


a<l» 

ax.. 


= /»(«!. ••• ®") 


d4> 


= yn(Oi.»J. •••“>»)• 


° On voit que e’est un systeme analogue au systfeme (II) 
avec une variable de moins 

II faut que, pour cette fonction, les conditions analogues 

k II soient salisfaites, c’est-6-dire que Ton ait 


a/^ai.x a x„) _ d/i(ai.3^r_5!). 
aact 


Mais ces conditions ’’ ne sont autres que les conditions (II) 
pour la valeur de Elies sont done certainement satisfaites. 

Nous d48ignerons par/J* le r4sultat de la substitution dea.kx. 
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dans fk. De m6me parie r^sultat de la substitution de k 
Xi, ^2 etant une constante arbilraire. 

Nous raisonnerons sur la fonction ^ cpmme nous Tavons 
fait sur F. Nous prendrons par exemple la premifere des Equa¬ 
tions (III) et nous poserons 

J r^2 

Moi, t, Xi, .. • Xn)dt + 4;(a:3, a;*, . •. x„) 

“3 

^ satisfaisant a 

“73(^1) ^3) • * • ^n) • • * ~~ ^ fni^lf ^2» ^3* * * * ^n)* 


A son tour 


M^iy aj, iy ... Xn)dt 4- • • • a’n 

«3 


Nous arriverons finalement k dEterminer une fonction ^ de 
la seule variable Xn satisfaisant a 

—ff ^ 

— Jn\^i9^29 ••• ^n— 

o*Ln 

Elle sera donnEe par 

7(^l> • On-l, ^)dt. 

an 
to 

En rassemblant tous ces rEsultats, nous aurons done 


la variable d’int6gration 4lant d^sign^e toujours par t. 

La fonction F se d4termine done par n quadratures successives. 

p,'!' 

On voit que la solution semble d4pendre de n cons- 

tantes arbitraires • • • a„, que Ton a introduites dans les int4- 

P. *8 

grations successives. Cependant si F et F^ sont deux solu¬ 

tions distinctes, la difference F — Fj a une d4riv4e nulle par rap¬ 
port 4 chacune des variables Xg, - x„ : elle se r6duit done 4 
une constante absolue. Une solution quelconque Fj ne pent done 
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differer d’une solution bien d^termin^e F que par une seule cons- 
tante. 

Si Ton considere la solution F donn^e par la formule ci-dessus, 

P 

on remarque que toutes les inWgrales s’annulent pour le sys- 
tfeme de valeurs 


Xi = flj, X2 - (X2 • • • Xfi — dji- 

Done F s’annule pour ce syst^me de valeurs. Si Ton avait eu une 
autre solution quelconque Xg, • • • x„), F serait n^cessairement 

de la forme F = Fj + puisque F s’annule pour a^, Uj, • • • On, 

ti) 

e’est que I’oii a 

k = — F,(a,,a3, • • • a„) 

et par suite F est ndeessairement de la forme 

F(xi,x. 2, • • • x„) = Fj(xi,x. 2, • • • x„) — F,{ai,a2, • • • <i„). 

P 

On voit done que, dans le r^sultat final donn6 par la for 
mule (4), toutes les coiistantes an doivent se grouper en 

une seule constante, et le r^sultat des integrations doit 6tre de la 
forme 

¥[Xi,X 2 , • • • 01.^2. ••*an) — Fi(Xi, X 2 , * • * ^Tn) — F|(ai, • • . On) 

ce qui donne une verification des calculs. 

Remarque. — A une constante pres, le resultat ne sera done pas 
influence par les valeurs initiales que nous choisissons successive- 
ment. D*un autre c6[6, il doit etre le m6me quel que soil 1 ordre 
adopts pour les integrations successives. 

«,v ■ 

Pour simplifier le calcul dans la pratique, nous commence- 
rons done par celles des equations dont les integrations son! les 
plus faciles et nous choisirons les constantes de fa 9 on h simplifier 
les integrations ulterieures portant sur les functions 

/2(«i, ^1^2, • • • a^n), /sCflli «2, • • • aT/i)* * • 

qui pourront etre en effet considerablement simplifiees par des 
valeurs convenables de puis dea 2 » • • * H pourra meme arriver 
qu’aprfes un tres petit nombre crintegrations, les integrales ulte¬ 
rieures, portant sur des fonctions nulles, disparaissent. 
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Application. — Determiner la fonction de deux variables doni la 
differentielle iotate soil 

_ [ xL{x^ >+- y^) — x^y^dx [rL{x^ -H y^) - h x^]d y 
On a ici 


^ c=- / s= — x^y dF_ - _-h -h 

bx •'* (x^ -f- y'^j'^ by (jx'^ ”+* 

On pourrait verifier d'abord que 


by das 

On aura ^ int^grer ensuite 


J. 


-+- /*) — i\y j. 


On trouve aisdment comine inlegrale ind^Hnie 


8i.? 


F 


1 1-4- L(t* -4- y^) 

2 ■ l^ '-i-y^ 





Nous aurions ensuite & elFectuer la deuxi^me integration 


dF _ -4- y * ) -4- 

»y (g* -l-V*)* 

F.* 

mais nous voyons que si nous faisions croitre a indefiniment 

le second membre s'annulerait et la deuxifeme integrals disparaitrait. 

(O 

D’ailleurs pour a infini, la premiere integrate exists. On a 

done siraplement 


p _ r 11 -+- ■+■ .y*) 

~ 1 2 <» -+- 


-4- arc tg^ -4- 


_J2L_T 

<“-+-y*Jce 



ac=* -h y* 


-+- const. 
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Lorsqu'on ne connait pas de fonction primitive de la fonction k 
int6grer f{x)^ et que Ton ne pent calculer exactement Tint^grale 

/(a:)daj, 


on pent etablir des fovmules d’approximation donnant la valeur de 
cette integrate avec autant d'exactilude que Ton vent. 

1° Le th^oreme de la moyenne donne d6jA une premi^jre 

approximation de Tinl^grale : On a 


J — «). 

[JL ^tant une valeur interm^diaire entre la plus petite et la plus grande 
valeur de la fonction dans Tintervalle. 

2° Un pen plus g6n^ralement, si Ton a constamment dans I’inter- 
valle (p{x) < /(x) < t)>(a?), et si y et t]; sont int^grables dans Tinter- 
valle, on aura ausai 



f{x}dx < f 
a J a 


^{x)dx. 
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Soil par exemple Fiut^grale 

dx 

Jo \/i — ac* 

a 

On pent ^crire 

1 ^ i V _ 

v/1 — X* v/1- ic* V^l — 

Le premier facteur reste dans Tintervalle cpnslamment compris 

I 

entre 1 et On a done 
v/2 


\^^Jo \/i — Jo \/f—x^ Jo \/r — x'^ 

e'est-^-dire 



TT 

2 ’ 


3^ Pour obtenir une formule d aproximation plus exacte, nous 
nous appuierons sur la signiiication g^om^trique de I’inl^grale 
^2 

d^finie : Si par exemple la fonction /(x) est constamment 

positive dans Tintervalle ab, I’integrale f{x)dx represente Faire 

comprise entre la courbe, Faxe des a;, et les deux abscisses a, b, 
Partageons Fintervalle ab en n parties 6gales : soit h Fun des 
intervalles. Si la fonction /(a?) est croissante dans Fintervalle, et si 
I’on considere les rectangles inscrits dans la courbe, la somme de 
leurs aires est 


s — -f- •+■ /i) • • • -+-*yi[a (•a — 1)^)]* 

Si Fon considere les rectangles circonscrits, la somme de leurs 
aires est 

S =■ -4“ fij 4" 4~ 2^) 4" • • • 4“ y(a 4~ a^)]. 

II sufflt done de mesurer sur la courbe, supposes construite 
graphiquement {k une 6chelle d^termin^e), les ordonu^es corres- 
pondant aux points de division, pour avoir des valeurs approch^es 
par exefes ou par d^faut de Fintegrale. 

Si Ton prend pour valeur de I’int^grale —^—, I’erreur commise 
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S —— S A 

seramoindre en valeur absolue que—^connaitra pas 
le sens). Or 

D’ailleurs 

S -I- « _ ^ r /(a) _j_ /(a -h h) -h f(a -f- 2fc) ^, 

2 L 2 2 

-A” ~*~ y(^)j. 

Elle represente done la somme des trapezes inscrits dans la 
courbe. 


I. — INTERPOLATION. POLYNOMES DE LAGRANGE 

■ V 

Plus g4n4ralement prenons sur-la courbe C, n \ points 

Mq, Ml, Mg, • • • entre les deux points A et B correspondant aux 
a,v 

abscisses a et b. Substituons k la courbe, une courbe T pas¬ 

sant par ces points, Etant donnee la signification g4om4trique de 
rint4grale, Taire limit4e par la courbe F sera, en general, une valeur 
approchee de I’aire limit4e par C et par suite de Finlegrale 
definie. 

Si en particulier la courbe F est une courbe parabolique dVqua- 
tion de la forme 

y = ip(x) = ao -h aiX -i- • • • -f- 

On pourra calculer par une integrale Faire qu’elle limite. 

Calcul du polynome (p(x). — Designons par yo> Ji* • * Jn, les 
ordonn4es (calcul4es ou mesurees graphiquement) de la courbe G 
correspondant aux abscisses Xq^ x^^, • • • Xn, Le polyndme (p[x) sera 
assujetti A prendre pour valeurs Jq, ji, • • • yn pour les valeurs cor- 
respondantes Xq, Xi, • • • • Xn. 

Ce polynAme se calcule aisement par la in4thode d’interpolatlon 

de Lagrange. II suffit de remarquer qu’il existe un polyndme 

et un seul de degr4 n qui s’annule pour x^, x^, • • • Xn et qui prenne 
la valeur yg pour x = Xq. Ce polynAme est 4videmment 

V _ „ — (a; — a;0 (x — g.) . • ■ (x -r x„) 

® — ^i)(*o ®s) ■ ’ • (®o ^n) * 
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De m^me il existe un polyndrae et un seul ft(x) qui s annule 
pour toutes les valeurs sauf xt, et prenne la valeur y* pour ac = ac*. 
Ce polyndme est 

, , (® — afo)(* — 5i) • • • (a? — (®_IZ3L)yj, 

?*(*) ■ \x\ — a-fl) • • • (Xk — • • • («* — ar„) 

■N 

* ^ Si Ton ajoute tous ces polyndmes, on aura bien un polyndme 
qui prendra les valeurs y,, yi, • • • y« pour x®, Xi, • • • x». En 
d4signant par X,, X^, • • • X» les polyndmes repr^senWs par les 
fractions, polyndines qui ne dependent que de Xo, x^, • • • x», on a 
done 

(r) y = 9 (x) = yoXo -f- yi X-i 4- • • • + yn^n- 

L’aire limit4e par cette courbe est 

s = yo r Xo dx -h • • • + yn^ dx. 


Solution pratique. Fotmule de Cotes. ~ Les integrates a calculer 

** dependent des points de division choisis et des limites ab. 

^ II semble done que I on doive recommencer le calcul de ces 

integrates dans cheque cas particulier. Cotes a indique une methode 
permeltant, sous certaines conditions, de faire ce calcul une fois 

pour toutes, 

Consid^rons I’int^grale 





Xp) 

Xo) 


(x_—x„) 

[Xk — x„) 


et faisons le changement de variable 

j.^a + {b- o)0, dx = (6 - a)d'). s 

Lorsque x varie de a k 6, 9 varie de 0 4 1. Soient 
®o» valeurs de 6 correspondent h Xq, x^, • • • Xn. On a 


= o 4 - (6 — a)6», 


X — X j _ 0 — flt . 

Xk — Xi 0* — 0, 


L’int4grale devient done 



(6 — 0 b )(0 — 6 .) ••• — 

(0;^- 6o) • • • — ®<l) 
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(Le facteur ($ —■ 0*) ne figure pas au num^rateur, ni le fac- 
teur (0i — 0*) au d^nominateur). 

Nous d^signerons par Ji. • * * Jn, les nouvelies integrales 


Par suite 





(9 - ftp) 

iOt — Oo) 


(», - 0 .) 


S == (0 — Ifl ■+■ yi “I" ■ ■ ■ J'nin]* 

p, R 

Or i® dans ces nouvelies integrales, les liniites 0, 1, sont 

fixes, independantes du cas particulier traite. 

_ a 

2® On a 0t = ~; 9* represente done le rapport dans 

lequel le point d’abscisse Xk partage I’intervalle ab ; 

'*• * 

Si done, on convient, dans tons les eas, de partager I’in- 

tervalle ab par des points de division, toujours dans les memes rap¬ 
ports, ces nombres 0o,0i, • • • seront eux-memes fixes et par suite 
les integrales seront les raemes quel que soit le cas particulier. Ce 
sont des nombres que Ton peut calculer k I’avance (pour chaque 
valeur de n) et pour des valeurs choisies des rapports 0. 


Remarques. Proprietes. —Calculonsla somme.l(,-l-Jj-I- • • • -}-Jn. 
On a 

Jo "I" Jn ~ -t- -4- • • • H- 0n)*^9, 


In = r (00 

Jo 

en designant par Bt le polyn6me 


„ _ (6 - 0 ,) • • • (9 - 0„) . 

" ~ ( 9 * - 0 o) • • • ( 0 * - 0 „) 

P 

Or ce polyndme 0* de .degre n s’annule pour toutes les 

valeurs sauf St et prend la valeur 1 pour 0 = 0*. 

Posons 

e = 01 e, H-1- e„. 

Ce polyndrae 0 = ©o + ©i + • ■ • + ©»> prendra la valeur 1 
pour n -f I valeurs, $q, $i, • • • 0». 
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Ge polyndme, de degr 6 n, se r^duit done identiquement 
la constante 1. Par suite 


„ = = 1 . 




Ainsi, quel que soil le mode de dicomposition de I'iniervalle^ la 

somme de toules tes inldgrales esi dgale A 1 , ce qui permet de diminuer 

d’une unit 6 le nombre des integrales ^ calculer. 

Prenons maintenant un mode de decomposition de I’inlcrvalle 

assujelti simplement a etre symetrique par rapport au point 

... b -+- o. 
milieu ^ * 

p 

Les rapports seront done tels que 

^ Gonsid 6 rons les deux integrales J* et Jn-*. Dans la premiere 

* “Jo (”»-«.)•■■ (*» - ».) Jo A»* — Oil 

V 

(n d^signant un produit de facteurs), faisons le changement 

de variable 0 = 1 — ?. On aura dd = — et les nouvelles limites 


seront 1 et 0 . 


On aura done suceessivement 


p 

A la notation pres, cette integrate est done Jn-*. 

U> , 

Ainsi : A la seule condition que le mode de ddcomposition de 
rintervalle soil syrncirainc n fr ranpor an poinf milieu, les integrales 
iquidistanles des extremes sont egaies : 

Jo = Jn, J* = Jn-A» 

En tenant compte de la relation g^n 6 rale 

il sufTit done, dans ee cas, de calculer ^^- 5 ^ int 6 grales. 

Des considerations geoinetriques trfes simples permettent d’oblenir 
les deux r^sultats precedents. 
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Consid^rons d'abord comme courbe, la droite y ^ 1* La 

courbe T que nous lui substituons sera ^videmment confondue aveo 
elle. L’aire 1 doit done 4tre egale kb — a. On doit done avoir 

Jo *4- Ji *4“ • • • H- Jn = 1 • 

2 ° Considerons une eourbe queleonque y s= f{x) et pre- 

nons la eourbe sym^trique par rapport k Tabscisse moyenne. 

Puisque les points de division sur ox sont dgalement sym^triques, 
les points eorrespondants prissurles deux eourbes serontaussisyni4- 
triques. Les deux eourbes F et F'que nous substituons k ees deux 
eourbes sym^triques seront done 4videmment aussi sym^triques 
par rapport i ceite abseisse moyenne et leurs aires seront ^gales, 
Comme k Fordonn^e y* eorrespond Fordonnee yn-* de la deuxieme^ 
on doit done avoir 


(b — a) [yoJo -hyi Ji 4-h ynJ«] = (b—a) [y„Jo 4- yn-i Ji 4-h yoJn], 

e’est-i-dire 

yo(Jo — Jw) .4- yj(J| — Jn-i) 4- • • • = 0. 

Or les ordonn^es yo, yi» • • • pouvant 6tre quelconques, 
cette 6galit6 ne peut avoir lieu que si 

Jo = Jrt> Jf = Jfi—1 • • • Jn = Jo' 

Ce sont bien les resultats que nous avons obtenus. 

La eondition de sym^trie est satisfaite. en partieulier si Fon 
d^eorapose Fintervalle en n parties 4gales. On a dans ee cas 



Pour ehaque valeur de n, on peut ealculer les coeffieients numd- 
riques Jq, Ji, •»• Jn, qui serviront dans tons les cas. 

a 

Cas particuliers. — n = 1. On fait done passer une courbe 

de degr^ 1, e’est-a-dire une droite, par les deux points correspondant 
^ 00 = 0, 01 == 1, e’est-^-dire par les deux points AB. On a 

Jo 4- Jj = 1, Jo = Ji Jo = Jj = 2 ’ 

et par suite on a la valeur approch^e 

S = (6^a)3:i4l^. 

ARRUS, — Cours de Galcul difl^rentiel et integral* 28 
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„ _ 2 . ^ On fait passer une courbe parabolique (d axe parall&le 

& oy) de degr 6 2 par les trois points correspondant i 9o = 0 ) = 2 ’ 

= 

On a trois inWgrales h oalculer J#, Ji. J 2 lesquelles on a 
Jj -+• Jl + J* = *^0 — •f*' 

■ ^ 11 suffit done de calculer une seule des int^grales. On a 



L’aire approch^e est 

£ = - (y, -h 4yi + ys). 

n = 3, On a 5i calculer 4 intdgrales entre lesquelles on a les 

relations 

Jo H-~ Jo = J3. J, =Jj. 

” 11 suffit done encore de calculer par exemple Jj 

j _ r(»-l)(30-2)(l-l)J9. 

"(- 3 ) 1 - 3 )^-*) 

1 

En ddveloppant et integrant, on obtient Jo = g = J 3 . 

. T T 3 

Par suite Ji = J2 — g 


S = —g— (yo + 3/1 3/2 + /j) 

5 

ft = 4. On trouvera de mdme 

£ = —(7/o 32/i 4-12/2 -h 32/2 •+• 7/t). 

Dans la pratique, on peut, soit sinnplement appliquer la formule 
de Cotes, soit decomposer I’intervalle en n parties dgales. 

Soient /o»yi> ' • • ordonndes correspondent aux pointa de 
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division et soient yji, • • • >j« les ordonndes intermddiaires. Appli- 
quous k chacun des intervalles la mdthode de Cotes pour n = 2. 
Nous aurons 

s= [(ro-+-4»ii -+-r«) -^-(yl -i- ■+■)'*) i- 

c'est-k-dire 

T._^ ■*“ ®[(yo +yn) '+■ 2(j'i 4 .)'s4- • • • -{-yn-i) 4- 4(-r)| -H r,8 4- • • • + ■!)»,)] 

6 n 

formula due Simpson. 

Polyndtnes d’approzimation. — II semblerait que, plus Ton prend 
sur la cuurbe enlre a et 6 un nombre de points considerable, plus 
I’approximation dans I’integrale sera grande. On a ddmontrd, qu’dtant 
donnde une function J{x) continue dans un intervalle ab, on peut 
determiner un polyndme P(«) qui diffdre de /(as) de moins de £ dans 
tout I’intervalle. Mais ce polyndme P(a 6 ) ne s'obtient pas en general 
par la methode exposee ci-dessus en prenant un nombre suffisam- 
ment grand de points de la courbe dans I’intervalle ab, quelque 
grand que soit ce nombre, etiln'estpas ddmontre que I’approxima* 
tion devienne de plus en plus grande k mcsure que Ton multiplie le 
nombre de points pris sur la courbe. Cependant nous admettrons 
ce resultat dans les applications habituelles. 


II. — MfiTHODE DE GAUSS 


Nous considerons dans I’intervalle ab la fonction y = /(as) repre- 
sentee par la courbe C. Nous lui substituons d’abord une courbe C' 
d’equation 

y = F(*) =5 C, 4- CiX 4- • ■. -t- C„x“v 

courbe parabolique de degre M padsant par exemple par M -f- 1 
points de la courbe. Nous admettrons que I’approximation est d’au* 
tant plus grande que M sera plus grand et que dans tout Tintervalle 

I /(x) — F(x) I < s. 

G'est I’aire limit^epar C* quje nous prendrons pour valeurdel'int^* 
grale | J\x)dse. Mais il faudrait, pour I’obtenir, calculer les 
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coefficients c^, Cj, • • • Cm. Nous allons montrer que Ton peat se disr 
penser de ce calcul ct simplifier m4me le calcul de I'int^grale k la 
condition de choisir convenablement les points de division. 

A cet elTet consid4rons seulement n -f ^ fie ces points (n -< M) 

®0J Ja* ' * * Jw* 

et la courbe parabolique passant par ces points. D’aprfes la forinule 
de Lagrange, son Equation est 

y = <?(«) = yo?o(^) H- ri9l(®) • -4- Jn?n(^). 

Puisque ces points ont choisis parmi les points qui 
ont servi k determiner C', on a 

s= Cq 4- 4- ... -4- c^Xq^ 


yh = Co 4- CiXh 4- • • • 4- 

•N 

L’Equation de T se met done sous la forme 

eD('Po -t- ?!+••• H- Ipn) + C,(Xoipo + Xifi + X„lf„) -H 

> + + • • • 4- 

c’est-i»-dire sous la forme y = Ick'^k, en posant 

4- a;J9, 4- • • • 


St 

fionc 


La difference entre les aires delimit6es par C' et par F est 


= C' — r = s - ifi)dx=c, 

H V - 


^0 4' CiEj 4~ • • • 4- C/j£/, 4“ • • • 4- 


avec 




Consid^rons le polyndme u» = as* — 'bk ; pour ime des 
valeurs quelconques on a ' 


UtCaCi) = xj — 

P ■ , ' 

Or tons ,les polyndmes (po> ^’d * * • ?» s’annulent sauf le 

polyndme (pt qui se rdduit 1. Pour la valeur xt on a done 

'}'*(^<) = ® J = x| — xJ = 0 . 

‘ d,l> ^ . 

Le polyndme Uk(x) s’annule done pour toutes les valeurs 

• • • ®n* Op tous les polyndmes i|>* sont de degrd/i au plus. Si 
done ft < /i, le polyndme a* est identiqtiement nul et par suite s» ss 0, 
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Nous arrivons done k ce premier r4suUat : 

Quels que soieni les n' + 1 points choisis parmi M + 1, 
toules les erreurspdriielles Sq* * s^correspondant aux n + ^ 

premiers coefficients c^, • • • c» sont identiquement niillesi 

Cherchons si Ton ne pent pas disposer des points 
Xq, Xi^ • • • Xnde maniere k faire disparaitre 6galement quelques-unes 
des erreurs suivantes. 

Si A: > n, on peut ecrire 

11^ = = {x — Xq)(x — .xi) . • • (x — x„)Q 


Q etant de degr4 k — {n + 1). 

On est done amen4 4 chercher une equation de degrd n + 1 
dont toutes les racines soient comprises entre a et b. 

<r2.R 

Or consid4rons le polyndme de Legendre 


X„^.| = D'‘+‘(a; — a)“+'(a: — 6 )’*+'. 

En partant de Liquation U = (aJ — a)“+^(a — 6)"+^ = 0, dont 
toutes les racines sont r4elles (egales h a et 6), et appliquant le 
th^ordme de Rolle aux Equations derivees successives, on d^montre 
aisdment qu'une derivde ([uelconque D*LI a toutes ses racines rdelles 
comprises entre a et 6 (ou dgales) -et sdparees par les racines de la 
ddrivde D‘-^U. 


Oi , 

D”U admet encore une fois les racines a, b et i'dquation 
X»+i = D"+^ U = 0 admet ses n + 1 racines rdelles et comprises 
entre a et 6, 

Prenonsdes pour racines Xq, • • • x^. 

Nous avons & consid^rer I’int^grale 




= rX„+iQdx= rQD"+‘Udx 

Ja Ja Ja 


“.Ol 


En integrant par parties 

e* = (QD«U)!:~J^^Q'D» 


lid® 


La partie loule integrde s’annule pour a: =s a, as =* 6. On a done 


'D-Ud®. 
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En integrant successivement par parties, on obliendra 

J ^6 nh 

Q*D"-» u =...=(— ly* I Uda:. 

a Ja 


On pourra continuer ainsi jusqu’Si /i = n -f- 1 et par suite 

et = (—C Q« l-‘D®U d*. 

J a 

o> 

Si done le polyndme Q est de degr4 q, au plus dgal a n, 
e’est-^-dire si 

k — (/I -f- 1) ^ n, /f ^ 2/1 1, 


les erreurs correspondanies s’annuleront aussi. En particulier 
si M ^ 2n + I, tous les lermes de s s’annulent. 

CD 

En choisissani pour n + ^ points, les points correspondant aux 
racines de liquation 

(x — {x — = 0 , 

on obtienl done exactement Ic mime risultai, et par suite la mime 
approximation, que si ton avail pris sar la courbe 2n + 2 points. 

<T 

En d’aulres termes, en calculant des int^grales porlant sur 

des polyn6mes de degr6 n, on obtient la m^mc approximation que 
si Ton avail choisi 2 ai + 2 points et si Top avail calculi ensuite les 
inlegrales portant sur des polyn6raes de degr6 2n + 1. 

Nous avons elabli en passant une propriety remarquable des poly- 

p 

n6mes de Legendre Xn+i: Si Q esiun polyn6me quelconque 

de degr^ au plus egal h n, Tintegrale I Xn+iQdx est nulle. 

J a 


Application pratique. — Nous sommes done amends a calculer 
les racines du polyndme 




X„+, == D«+‘(® — 0 )"+* (sc — !>)»+'. 

II semble que ces racines doivent etre calcul^es, dans chaque 


cas particulier, suivant les valeurs des limites a, b. Nous 

aliens voir qu’on pent 6tre ramend a une equation type, par un 
changement de variable, et cela de deux mani^res diff4rentes. 
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ire Transformation. — Posons 


a; = a (h — a)/, x — a — (b — a)l, x — 6 — (6 — a) (I — 1). 

A un facteur constant pres, une d^riv^e par rapport ^ a; se r4duit 
& la d6riv6e par rapport a i. 

L’4quation*Xn+i = 0 se transforme cn 

_ l)n H == 0. 

O) 

Cette Equation est independante de a et 6 ; elle a toutes se's 
racines reelles comprises eiitre'O el 1. Di^signons-les par /q, 

Les racines correspondantes de T^quation en x sont 


% 


V 


Xi — a "4- (6 — 

Soient yo) yi' • • • .Tn valeurs correspondantes des y. 
Faisons la meme transformation dans les inlegrales 


(x — a;„) (a; — r,) • • • (x — x„) 
„ (X, — Xo) (Xi —X,) • • • (X,— x„) 


Riles deviennent 


( 6 - 




U)(l — lj) ■ 


it- 




On a done pour Taire approcMe 

X = (/; — a) (jjo JiTi -4- -h 7 hT„). 

On pent dresser, pour chaque valeur de /i, une table num^rique 
des racines U et des coefficients T<. 


2® Transformation. — Posons 

a b b — a 

On a 

rr — a = + 1), x — b = — !)• 

L’4quation Xm+i = 0 se transforme done en 

D’‘+*(x + 1)" + * (t 1)"+’ == 0 OU D"+’(t* IJnH _ 

C’est une equation type dont toutes les racines sont comprises 
entre — 1 et +1. On calculera ■ dans chaque cas parliculier les 
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valeurs correspondautes des x puis des y. En faisantla mSme trans¬ 
formation dans les int^grales, onobtiendra pour expression del’aire 


en posant 


Z — {b — a) (j'oTJ -h jiTJ -+-•••+ y„T'„), 


T' — —“"o) ^ — 1 ^)' ■ • 

*■ " j_i ■' K- - ^.) — - ^nY • 


On pent dresser pour chaque valeur de n la table num6rique des 
racines r et des coefficients T'. 


III. — DfiVELOPPEMENTS EN SERIES TRIGONOMETRIQUES 


Nous avons recherche une representation de la fonction y = f{x) 
dans lintervalle ab, au moyen d'un polyndme. Nous pouvons 
rechercher de meme si la fonction ne pourrait pas etre representee 
dans un intervalle par une serie de la forme 

I 

f(x) = 2 <^0 cos a: -h Oj cos 2x -t- • • • cos na? -f- • • • 

-f- 6i sin a; 6j sin 2n 4- • • • 6^ sin na? -h • • • 

(La suite montrera pourquoi Ton prend le premier terme sous la 
forme 

D une fa^on plus precise nous considerons la serie 
f[x) = 2 flo ^ a; -+- a2 cos 2x H- 62 sin 2a: -h-*- 


et nous supposons que cette serie est uniformement convergente 
dans rintervalle. 

Nous allons montrer d’abord, que, si la representation est 

possible, elle est unique et nous etablirons la valeur necessaire 

des coefficients a, fc, 

Rappelons les resultats suivants: 

Si /n et /I sont entiers 


£ 


•a-f 2Tt 


dx — 2^, 


i: 


-2Tt 


cos mx dx — 0, 


X 


•a"t-27r 


Sin mx dx == 0, 



SERIES TRIGONOMETRIQUES 


441 


Si m;z£ n 


£ 


'aH-2ic 


COS mx cos nx dx == 0, 


Si m = Ai 


£ 


'a-h2ir 


COS* mx dx ~ 


X 


a-+'2'r: 


sin mx sin nx dx — 0. 


£ 


a-f 27: 


sin* mx dx = tz. 


Ok 

Determination des coefficients. — Pour determiner inte- 

grons les deux membres de Tegalite dans rintervalle Stt, en integrant 
terme a terme la serie supposee uniformement convergente. Tons 
les termes donneront des resultats nuls sauf le premier. Nous savons 
que 1 integrale de la fonction representee par une serie uniformement 
convergente est egale a la somme des integrales des termes. Done 



a 

Pour determiner multiplions les deux membres par cos mx 

h 

et integrons encore dans Tintervalle 2 rr. D'aprfes les remarques 

ci-dessus, tous les termes du second membre donneront encore des 
resultats nuls, sauf le terme en cos^ mx et il restera seulement 


f a + 2 tc /•a -f 2i: 

f{x) COS rnx dx — i cos* mx dx = 1 : 0 ^* 

Si 

Nous determinerons de menie bn en multipliant les deux 
membres par sin nx et en integrant dans rintervalle 2n 

X ol-{-2tz ra-\-2Tz 

f{x) sin nxdx = I sin* nxdx = 7ra„. 

Les coefficients sont done bien d4termin6s et on a 

I ^a+2'ir ^a+27: 

Ofn — J[x) COS mxdx hm = - I J{x) sin mxdx* 

La formula donnant Om est valable pour a©, gr^ce k Lintroduction 

I 

dufacteur^* 

Remarque 1. Mais il faut bien remarquer que rien ne 

d4montre que la s^rie ainsi construite repr(5sentera effectivement la 
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fonction /(sc), ni m6me seulement, si elle sera convergente dans I’in- 

P 

lervalle, De toutes fa^ons, le d^veloppement ne pourra 

reprdsenter la fonction que dans un intervalle 2n, k moins que la 
fonction f{x) admelte elle-m4me la periode 27:, Dans le cas g6n4ral, 
le d6veloppement en s^rie sera reprdsent6 par nne s^rie d*arcs de 
courbe identiques decays de 2Tr, Tun d'eux se confondant avec I’arc 
de courbe y = J{x). 

II. Si Ton recherche la representation de f{x) dans un inter¬ 
valle total de 2it, les coefficients sont, comme on I’a vu, determines 
de fa 9 on unique, mais si Ton veut cette representation dans un 
'I' 

intervalle moindre, cette representation pourra etre obtenue 

d’une infinite de manieres. Si par exemple on veut la repre- 

a 

sentation de 0 ^ 2n), il suffit de considerer une fonc¬ 

tion auxiliaire F(cc) qui soil identique k f{x) de 0 a a, et determinee 
arbitrairement de a a 27i. La representation de cette fonction par 
une serie trigonometrique donnera en particulier f[x) de 0 k a. 

Considerons par exemple I’intervalle 0, 7t. On peut se proposer 
de rechercher une s4rie qui ne renferme que des cosinus, A cet 
^ffet consid6rons une fonction auxiliaire F(a?), telle que 

F(a:) =f(x) pour 0 ^ x tt 

F(x) =:/( — x) pour — It < a? < 0. 

8 . 

On aura 

flo = f^^F(x)dx = r I ° f(—x)dx -t- fy(x)dx. 

J—It v/ —It Jo J—Tt Jo 


En posant ac = — x\ la premiere int%rale devient 


On a done 
Si 

De in^me 
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Si dans la premiere nous posons a? = — x-', elle devient 



sin nx dx' = 



sin nx* dx\ 


On a done 6n = 0. 

De m 6 me recherchons un developpement qui ne renferme que 
des sinus. 


A priori, on remarque que ce deuxieme membre sera une 

fonction impaire en x ; il faut done consid^rer une fonction auxi- 
liaire F{x) telle que 


F(j:) = f{x) pour 0 < x < tt 
F(x) = — /(— x) pour — Tz ^ X <i0, 

d 

Cette fonction F{x) ^tant ainsi impaire, * il en est de m^me 
des fonctions F(ar) cos nx ; les int^grales 


«/! 



cos nxdx 


sont nulles. 

Les fonctions F(a;) sin nx sont paires et Ton a 


1 ^ 2 n . 

= - I F(a;) sin nxdx = I f(x) sin nxdx. 

Vo ' 


Developpement d’une fonction dans un intervalle 2J. — Consi- 
d^rons la fonctiony\.r) dans I’intervalle — /, + /. Faisons le chan- 

gement de variable y ==^, les nouvelles limiles de y seront 
—- 71 et + 71. 

Si 

La fonction J\x) devient une fonction de y dont on peut 
rechercher la representation dans Tintervalle — tt, + n, sous la forme 

1 * 

<f(y) = X,am cos my S bm sin my. 

On aura 

^ ^4.1t j 

= ?(y) COS mj'rfy , 6 „ = ^l 9 O) sin 

It ty—TC 

V 

Dans ces nouvelles int^grales, faisons le changoinent de 

variable y = y. Il viendra 

1 /■> > Tta: ^ It , rt x m-Kc , 

am = I j ^ A^) cos m -J X I dj- = ^ l_, T * 
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De m^me 



Les coefficients a, b sent entiftrement d^termin^s au moyen de la 
fonction donn^e f{x). 

On pourrait obtenir un d4veloppement valable de 0 / ne renfer- 

mant que des sinus. Les coefficients seraient 

j /(a?) sin dx. 

P 

II semblerait que le r^sultat que nous venons d’obtenir soil 

TT 

en contradiction avec le resultat precedent, puis(jue nousobte* 
nons une representation unique dans un intervalle qui peut ^tre inf^- 
rieur ou sup^rieur a 271. 
p3 ^ 

II suffit de remarquer que nous obtenons ici un developpement 
en serie trigonometrique procedant suivant les lignes trigonm4triques 

des arcs multiples de y et non en serie trigonometrique des arcs 
multiples de x. 


Application au problftme des cordes vibrantes. — Lorsqu’on 
ecarte d*ue maniere quelconque une corde elastique de sa position 



v/ 

Fig. 24. 


d’equilibre^ en maintenant fixes ses deux extremites, et qu’on Taban- 
donne ensuite en donnant a chacun de ses points une vitesse initiate 
quelconque, chacun des points de cette corde se met ensuite k vibrer 
autour de sa position d’6quilibre. 
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Si nous prenons pour axe des ac, la position d'4quilibre de la corde 
de longueur /, et pour origine Tune des extr^mites, le point qui a 
pour coordonn4es d’equilibre 0, 0, a, k Tinstant U des coordonn4es 
+ tt, u, w ; a, v, w dependent de x et de i. On demontre qu’elles 
satisfont k T^quation 


( 1 ) 


bV^ ^ bx^ 


a d^signant une constante dependant de TelasticiW de la corde. 

Ces fonctions doivent de plus satisfaire aux conditions initiales 
suivantes: 

1” dies sont nulles quel que soil t pour x’ = 0 et a? = /. 

2*’ k rinstant initial, les points de cette corde (que nous suppo- 
serons se prolonger dans les deux sens) compris entre 0 et / ont un 
d^placement u (et de meme v, tv) impose arbitrairement u = ^(as) 

et de mfime la vitesse initiale peut ^dre impos^e arbitrairement 
suivant une loi ^ 

a 

Cherchons a construire une fonction u(x, 1) qui satisfasse a 
toutes ces conditions. 

Tout d*abord la fonction 


= A)^ cos alt sin Xx h- sin alt sin lx 
p 

satisfait quel que soil X a Tequation i el par suite aussi une somme 

P 

ou mSme une serie de fonctions semblables. De plus, la fonc¬ 

tion represent^e par cette sdie(supposeeconvergente) sera nullequel 
que soit t pour x = 0 (cette condition interdit Temploi de ternies en 
cos Xaj). 

Oi 

1® pour que celte fonction soit nulle quel que soit i pour 
ac = /, il faut que Ton ait 

/fir 

sin X/ =* 0 c’est-^-dire X/ = /fit X = ^ . 

a> 

k etant un entier quelconque. La fonction 


^. a/f7t, . /fir 
a = cos -j- < sin j x 


. a/fiT ^ . /fir 
XBfc sin -j- / sm x 


satisfait done, quels que soient les coefficients B*, k Liquation (1) 
et aux conditions 1^. 
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2' i I’instant initial t = 0 on doit avoir 

S),=o 

Or pour t = 0 

u = SA* sin y sc = (f(x), 

cr 

La premiere tie ces (Sgalit4s montre que les coefficients A* 

sont les coefficients tie la serie trigonom^trique, ne renfermant que 
des sinus, representant ^{x) dans I’intervalle 0, / ; la deuxi^me 

montre que les facteurs —Bt sont de m^me les coefficients de la 

serie lrigonom6lrique representant dans I’intervalle 0, /. ne 

renfermant que des sinus. 

(0 

On a done necessairement 



Cos coelficients sont done entiferement determines et I’on a la 
representation de la fonction u qui satisfait a toutes les conditions 
du probleme, par un double developpement en serie lrigonom6- 
trique. 


£tude de la convergence. — Nous allons maintenant rechercher 
h quelles conditions la serie trigonometrique que nous avons cons- 

truite sera convergente et representera effectivement la 

fonction donnee. 

Nous avons obtenu pour expression des coefficients 

1 r+'" 1 T'*’’' 

o„ = - I /(a) cos ma ofa, b„ =-J /(«) sin ma da, 

en designant par « la variable d'integration pour la differentier de 
la variable x. Nous pouvons alors sans inconvenient faire entrer 

sous le signe f le facteur cos mx ou sin mx. 
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La somme Sn des termes jusqu’a cos nx ou sin nx s’^crira 
icS„ = 2j y(“)d“+^ J /(Ji) cos/fx CO*/« da 


/c= n 


) sin kx sin ka da. 


a, V 

Nous pouvons rassembler toules ces inl^grales en une seule 
et meltre /(a) en facteur 

itS„ = r; f{a) ka -h sin kx sin fcaj/ia. 

0i 

En rassemblant les termes en cos kx et sin kx 

itSn =J‘ ^— a)jda. 

Or d’apres une formule connue de trigonom(?trie 


sin (2ri-f. 1)2 

(X -f- cos a -h cos 2a 4“ • • • -f- cos na = --- » 

2 i r% • (* 


2sin:; 


par suite 


TCS. 


r + r- 8in(2r.-h1)^-.v-" 

i„= I /(a) . _ . - 

J— K o • - a 

2 sin 2 “ 


dor. 


II est nalurel de faire lechangemenl de variable —= J'* 
On a done finalement 


^S„=/’X/(x + 27) 

•/ ( ’ O 


sin (2a -4- 1)/ 
■ sin j 




Cette int6grale 


se decompose elle-m^me en deux 




Dans la premifere changeons y en —* z. Elle deviendra 

ir-h® 
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’ ^ On est done amene finalement a consid4rer la limite d in¬ 
tegral es de la forme 

/ ’‘Y(y)^^dy 

Jo smy 

lorsque n augmente indfefinimenl par valeurs impaires. 

Nous 4tablirons quelques r4suUats pr4liminaires. 

1° ^ Nous avons (Ieja4ludi41’int^grale f ‘ dx. Nous 

Jo ^ 

avons dtSmontre que cette int4grale exisle quel que soil /; elle est 

au plus dgale a A = dx. Enfin lorsque / augmente ind4fini- 

Jo ^ 

ment elle tend vers ^ (^d4rivation sous le signe 

/*h • 

Prenons l'int4grale ( ----dx ou h est un nombre positif quel- 

/a X 


conque. 


Faisons la transformation nx = t. Elle devient 



^ Elle se ramene done h I’int^grale pr4c4dente; elle est done 
certainement inf4rieure A et brsque n augmente ind4liniment elle 

tend vers «. Ce r4sultat est remarquable puisqu’il est independant 

r^sin nx 

de h. On en d4duit aussitdl que I'inbgrale j dx oil a, b sont 

deux nombres positifs queleonques tend vers z4ro, quels que 
soient a, b, lorsque n augmente ind4finiment. 

2“ ^ Considerons maintenant I’inWgrale de Diriehlet 


, r** , , sin nx , 

J 

en supposant 0 < a < 6 < n, oii (p(a!) est une fonetion eonstamment 
de mfime signe, d4eroissante ou stationnaire dans I’intervalle; 
cherchons sa limite lorsque n croit inddfiniment. 

II est assez naturel .de penser que cette inldgrale tendra elle- 
mdme vers zdro. 
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En efTet la fonction est elle-meme d4croissante dans 

X 

Tintervalle. En appliquant a I’int^grale le second th^orfeme de la 
moyenne, on pent ^crire 

I = f sin nx dx = (cos na — cos /ij). 

La parenth^se est comprise entre — 2 et + 2. L’int^grale tend 
done vers z6ro lorsque n croit ind^finiment. 

Prenons maintenant la m6me int^grale de 0 tt 

Nous supposerons que (p(x), constamment decroissante, puisse 

a 

mfime changer de signe. Soit h un nombre intermediaire 

quelconque entre 0 et n. Nous aurons 



II est assez naturel de songer k simplifier ces integrates en faisant 

. r 

sortir (fix) du signe i . A cet effet appliquons k la premiere 

integrale le theoreme de la moyenne sous sa forme la plus generate. 
Nous aurons (avec une notation que nous expliquons un peu plus 
loin). 



Par suite 

I = y(-+- + [y(/e _ 0) _ ^(4- Onf'^^J^dx 

, . sin nx . 

+ I ?{*)— 

Nous d^signons par y(-[- 0) la limite vers laquelle tend f{x) 
lorsque x tend vers z6ro par valeurs positives, et de mime <p(/t — 0) 
est la limite vers laquelle tend f{x) lorsque x tend vers h par valeurs 
Carr US. — Cours de Calcul diif^rentie] et integral. 29 
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inferieures k h. Cette notation, se justifie ais^ment si 

I’on se reporte h la demonstration du theorenie d’Abel qui a servi 
de base k I’etablissement de la formule ; elle permet de ne rien 
prejuger sur la fonction en dehors de I’intervalle 0, h. 

Nous devons chercher La limite de I, lorsque n croit indefiniment. 

0i 

La fonction (p(x) etant supposee continue, nous pouvons 
choisir h assez petit pour que 

f(h-0)—^(-h 0)<e. 

On peut choisir n suffisamment grand pour que la premiere integrate 

dilfere de ^ d’une quantite moindre que e; la deuxicme est cons- 

tamment comprise entre — A et + Pour des valeurs de n 
suflisammenl grandes, la troisieme enfin, d’aprfes le resultat prece¬ 
dent, pourra etre rendue moindre que s'. 

Pour des valeurs de n suffisamment grandes, Tiniegrale dilfere 

done de ^ '^(4- 0) d’une quantity moindre que toute quantite voulue. 

Ainsi Tintegrale f (p[x) dx lend vers 2 0). 

%j 0 

Nous avons suppose que la fonction (p(cc) etait constamment de- 
croissante dans Tintervalle. II est facile de lever cette restriction. 

Tout d’abord si la fonction etait constamment croissante dans 
a 

rintervalle, la fonction — cp(x) serait constamment decrois- 

sante: I’int^grale 

, sin /lar . 

— 9 (-^) —^ dx 

tendrait vers — ^ 'f(+ 0) et par suite Tintegrate donnee tendrait 
vers 2 9(+ fl). 

... 

Supposons enfin que la fonction ne soit ni constamment 
croissante ni constamment d^croissanle, mais que I’intervalle 0, n 
puisse etre d6compos6 en un noinbre fini d’intervalles 

0, a, 6, • • • I, 7t, 
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dans chacun desquels la fonction varie toujours dans le meme 
L^int^grale se d^composera on 


sens. 


Jo Ja Jl 


Chacune des intdgrales aura pour limite z€to, sauf la premiere 

TC 

qui aura pour limile 2 ?(+ 0)- 

Ainsi done a la seule dernikre condition (nombre fini d'oscillations)^ 
CinUgrale 

lend vers ^ (p(+ qvtand n crotl inddjinimenl (6 < n). 

KnOn considdrons I'inl^grale 


Integrate de Fourier. — 3 
de Fourier 


/{x) 6tant une fonction assujettie k la m^me restriction que (p(a;). 

a, ^2 

Si nous faisions le changement 


J{x) = f(x) 


sin X 

X 


nous retrouverions Tintegrale prcc6dente.' Seulement il faut 

reniarquer que si la fonction J\x) esl doimee, lu fonction (p(a;) devient 
infinie pour x = n. 

Gas. — Si 6 < 71, on a 

J r*h . /^b 

.Sin nx j I / . sin nx , 

7U . TC 

L’int^grale tend vers 2 <p(+ 0), c'esl-a*dire vers 2 /(+ pnisque 

sin a? . 

lim - = 1. 

X 

a 

2® Gas. — Si 6 = n, nous isolerons cette valeur et par- 

tagerons Tintegrale en deux 


= r* f- 

Jo Ja 
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Par le changemeht indiqu4, la premiere aurait pour valeur 
limite, 2 /(+ 0). 

a, V ^ 

Dans la seconcle, faisons le changement 


rr = It — z, 

Elle devient 



sin nz 
sin z 


si n est impair, ce qui sera le cas. C’est done encore une int4- 

grale de la m^me forme, qui, lorsque n aiigmente ind^finiment, a 
pour valeur 




0 ). 


O) 

On a done finalement 






Cette formule fut donn^e d’abord par Fourier et demontr^e rigou- 
reusement en 1829 par Dirichlet. 

Kevenons maintenant a la s^rie trigonom^lrique que nous 
avons construite. Nous en avons mis les n premiers termes sous la 
forme 

Jo 



x~2y) 


sin (2n + 1)7 
sin 7 


dy. 


Si X est compris entre — tt et + 7r, sans atleindre aucune de 
ces limites, on se trouve dans le premier cas : les integrales ont 
respectivement pour valeur limite quand n croit indefiniment 


lf{x-^0) el 

La s4rie trigonometrique a done pour valeur 

2 [/(® 0 ) — 0 )]- 

Si, en particulier, la fonction f{x) est continue pour cette 


9 
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valeur de la s6rie trigonom^lrique sera bien convergente el aura 
pour valeur f{x). 

Cas ou a: = ;r. 

Si, P 

La premifere int^grale disparait. II reste simplement 

On se trouve dans le deuxi^me cas. En posant 

y(it — -2^) =^. (p(j) 

cetle int^grale a pour valeur 


c’est-&-dire 


Pour X ■■ 


2[9(+0)-t-?(^-0)], 

^ [/I--'»)+/(-’'+0)]. 

n on retrouverait la m^me valeur. 


CO 

Conclusion. — A la seiile condition qae rinlervalle — rr, 

+ n puisse etre decompose en an nombre fini d inlervalles dans chacan 
desquels la fone lion J\x)^ fmie, [nous avons laissi de cdti les cas de 
discontinuity) varie toujours dans le mime sens, la sirie trigonomitrique 
est convergente. 

Pour touie valeur de x, comprise entre — t: + 7r, elle a pour 
valeur 

^[/•(.T+ 0) 4-/(0.-())] 

2® Pour X = ± TT, elle a pour valeur 

l[/(^_0) +/(_u4-0)J. 

On pent m^me ajouter que si/fir) est continue, la serie du second 
membre lam cos mx + hm sin mx est uniformiment fionvergente dans 
I’intervalle. 

En effet, pour Tintegrale^ ^(x) — dx, nous avons dd- 
montr4 que Ton peut determiner n suffisamraent grand pour 
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qu’elle dilFfere de ^ ^(4“ 0) d^une quantity aussi petite qu'on le veut. 
Si Ton passe k Tint^grale 



f(x H- 2y) 


sin {2n 4- l )y . 
sin j 


on voit done que Ton pent determiner n suffisamment grand pour 

qu’clle ditr^re de ^J\oo + 0) d’une quantite moindre que e, cela quel 

que soit .r. II en est de m^me de la seconde int6grale. 

Si done f[x) est coniinue au point x, on peut done dire que 
pour /i > N, on a 

i f{x) — S^(x) 1 < e 

quel que soit x. 

La s^rie S(x) est done bien uniformement convergente. 


Applications. — I. GonsiderOns la fonction y = f{x) = x dans 
rintervalle a, a + Stc. 


Caleulons les coeflicienls de la representation par une s^rie 
trigonometrique 

ao — - f xdx = 2{a -h tt), 

^ J a 

j r«4-2-w 1/xsinmx 1 \a-f2Ti 2 . 

Qm— - I X COS mx dx = - \ —--^ cos mx — - sm ma, 

T^Ja TT V m /O m 

j 1/ xcosmx 1 . \a-i-2Tt 2 

bm = - I xs]nmxdx=--h- nSmmx —-cosma. 

Tc / Tz\ m /o tn 


On a done 


ar = a -f-. TT - 4 - S 


2 . _.2 

— sin ma cos mx -I- S - cos ma sin mx, 

m rn 


Ce que Ton peut eerire 

1 

X — a = Tz — 2l£ - sin mix — a). 

m ^ ' 

En partieulier dans Tintervalle 0, 2n 

1 • nFsi*' 2x 

X = n — 22; — sin mx — tc — 2 —i --«— 

m L 1 2 




La fonction y = x ^tant continue pour toute valeur de x, la 
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s^rie du second membre a pour valeur x pour 0 < a? < 2;:. 
Pour X = 0, elle doit avoir pour valeur 

2[/(+ f*) +/(2« — 0)] == 2^^ 

c’est bien ce qui a lieu ; de ineme pour x — 2 t:. 

Dans I’intervalle — 7t, + JT. on aura 


1 • . V r.rsin X 

.r = — 2S sin m(x + u) = 2|^ — 

®. p 

forinule valable sauf aux limites. 
on en d^duit 


sin 2x 
2 ' 


sin 3x 

3“ “ 


En parti culier pour x 


TZ 

2 


TZ 

4 





On retrouve la formule de Leibnitz. 

II. Considdrons la fonction y — /(x) delinie de la fagon suivante 

Pour — 7t < X <C 0 , f(x) = — 1 

Pour 0 < ^ » fi^) = -+- 1. 

Si 

Galculons la serie trigononi^trique qui puisse la repr^senter 


X +7C ^0 rTZ 

f{x) cos mxdx = I —cos rnxdx -f- I cos mxdx = 0 

-'K J —'It J 0 

X o 2 

— sin mxdx H- I 4 - sin nixdx (1 — cos mn). 

- T. Jo 

Si done m est pair, m = 2m', b^m = 0. 

4 

Si m est impair, h^,„’ , i 
On a done la serie 

. , 4rsin X , sin 3x , sin 5x . I 
= - 3 - +— + •••] 

Ou encore la serie 
« 

sin X sin 3x , sin 5x , 


a pour valeur — ^ pour x niigatif, et + \ pour x positif, sauf pour 
les valeurs kn. 
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Pour a? = — TT, la s6rie doit avoir pour valeur 

2 [/(— It + 0) -h/(it — 0)]. 


Or pour la valeur — tt + 0 qui est comprise dans Tintervalle, 
J{x) a pour valeur — 1, et pour n — 0, elle a pour valeur + !• La 
s6rie a done pour valeur 0 pour x = — t:, ce qui a bien lieu en effet. 

Pour X = 0 (point de discontinuite de la fonction consid^r^e), la 
s6rie a pour valeur 

2 [/(— ~ 

111. Nous avons vu que la ionction 

/(.) =£ j, 


est egale a + ^ ®i x > 0, et h — 2’ x < 0. C'est^ k un facteur 

constant pres, la fonction que nous venons d’examiner. Le develop- 
pement en s6rie trigonom^trique donnera 


/(*) = 2 1^—^ 


sin 3x 


sin r)x • ‘ • 1 

“5 J 


qui a pour valeur ± ^ sauf pour a: = 0 et £c 
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INTEGBALES DOUBLES 


SOMMAIRE. 

Les sommes s et S — Calcul do iintegrate double : Deriv^es. 

Volume : Application. — Changeineni do variables (2> methodes). 

Aire d'une surface courbe : Applications. 

Cas gMi^raux de reduction d une integrate simple : Surfaces h^licoidales^ de revolution, 
surfaces regimes, 


I. — LES SOMMES s ET S 


Consid^rons une fonction de deux variables /(,u, y) bornee dans 
uri domaine ii et sur son contour. Elle y admet une borne inf6rieure 
m et une borne superieure M. Decomposons Q par des lignes quel- 
conques en ek^ments plus petits *** Nous supposerons 

que Ton puisse calculer les aires de ces elements. Nousdironsqu’un 
element m est inferieur k c? dans toutes ses dimensions, si on peutle 
renfermer a I'interieur d’un cercle de diametre 0. (On pourrait 
prendre aussi un carre de cdte c?). 

Nous dirons que Teldment tend vers z4ro dans toutes ses dimen¬ 
sions si 3 tend vers z6ro. 

Cela ^tant, ddsignons par rm et Mi les bornes inf^rieures et sup6- 
rieure de / dans I’^lement et consid^rons les sommes 

(t)j rWj “p* ti>2 ^2 “4“ • • • —^ ^ M,. 

Nous allons montrer que: 

Ces deux sommes ont des limiles s et S lorsque ions les Mments oh 
tendent vers zdro dans toutes leiirs dimensions d*une manihre quelconqve, 
et ces limiles sont les memes quel que soil I'ordre dans lequel on fait 
la sommation. 
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1® On a 4videmnnent, puisque m <; /rit < Mi < M 

mH <C StOiM, <C MQ. 


Considerons d’abord deiix decompositions de H. Nous dirons que 
la decomposition Aj est une decomposition consecutive bi A, si cha- 
cun des elements de A a ete deconjpose en elements plus petits pour 
former les elements de Ai. 

Prenons une decomposition A ct sa subdivision A^ et fai- 

sons les sommcs correspondanles inforieures pour chacune de ces 
decompositions. 

C .... . ,, 

Dans la subdivision A^ relement r»H a et6 decompose par 

hypothese en elements partiels Mq 4“ ^'^^2 + * * * + Teie- 

ment de la somme s est remplace par 


d 


^tl ■+• ^i2^i2 ~h • • • 4- 

Gomme mtk > mt 


a 

En ajoutant les inegalites analogues pour tousles elements, 
on en deduit 

s , > s, De meme S, ^ S. 

(0 

Si done nous considerons une suite de subdivisions loutes 
consecutives les unes aux autres A, A^, Ag, • • • et les sommes cor- 
respondantes • S, S^, Sg, • • • on aura 

« < Si < S2 < • • • < Sn < S« < < • . • < S, <S. 

D’apres ces inegalites, les sommes Si qui sont toutes inferieures k 
S et qui vont con.stamment en croi.ssant, admettent done une borne 
superieure I et les sommes superieures Si admettent une borne inf4- 
rieure J. On a 6videmment d’ailleurs I < J. 


Subdivisions quelconques. — Nous allons d^montrer par 

example que les sommes S onl encore pour limite J lorsque tous les 
elements de li tendent vers zero dans toutes leurs dimensions, dune 
manihre qaelconqae^ et non plus seulement pour des subdivisions 
consecutives les unes aux autres. 

En effet considerons les subdivisions consecutives 
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Ai» A 2 , • • • Am, • • • qui ont donne les sonimes Sm ayani pour limitc 
inf^rieure J. II existera une certaine subdivision A qui donnera une 
somme S aussi voisine qu’on le veut de J, par example moindre 

que J + 

Prenons la comma point de depart. 

Gonsid^rons maintenant une deuxieme decomposition abso- 
lument quelconque, A'. Mais supposons que dans cette dticomposi- 
lion ious les elements soient infdrieurs a iin nombre c? que nous 
choisirons suffisamment petil 

Soil S' la somme superieure relative a celle decomposition. Nous 
allons montrer d’abord que S' J. 

S, V 

En efTet, nous pouvons concevoir une subdivision A" de Q. 
comprenant a la fois lous les elements qui ont servi former A et 
tous ceux qui ont servi a former A'. Cette subdivision (consecutive 
a A) donnerait une somme S" superieure a J. 

Si 

D’autre part A" etant consecutive egalement a A', la somme 
S' serait inferieure a S'. 

S'' < S' S" ^ J. 

(I) 

On a done bien S' ^ J. 

0 , a 

Nous allons montrer que la somme S' peut etre rendue 
aussi voisine qu'on le veut de J. 

Pour chacun des arcs de 
courbe qui ont servi a former ox 
tragons les deux courbes paral- 

(T 

leles a la distance (?. Nous 
formerons une region inte- 
rieure n d'aire egale a dU, U de- 
signant la somme des arcs qui 
ont forme ox (bi des infinimeiit 
petits d’ordre superieur pres) 
et pour tous les elements, 
nous aurons une region totale 
r = In = = 2dL, L de- 

signant la somme (finje) de tous les arcs qui ont donne la decompo¬ 
sition bien determinee A. 

Dans chaque element ox de A, il existe des elements o)'f* de A' qui 
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sont compl^tement intdrieurs ^ et des 6l6ments a)"a qui ont au 
moins un point de contact avec le contour / de «<. 

Les 4l4ments compl6tement interieurs donneront une somme 

XMiifew'iA:. Comme Ma <! M», cette somme est certainement 

inferieure a D’autre part ces ^l^ments complfetement int4- 

P 

rieurs remplissent certainement toute Taire cat — n. On pent 

poser 

ZfOi/t = coi — p,- (pi <C ^t)- 

cu 

La partie de la somme relative aux 6l^ments totalement 
interieurs est done certainement moindre que Mi(o)i — pi), k fortiori 
moindre que MiOJ* + pi | Mi | et a fortiori encore moindre que 

+ Pi ( Mo 1 < M.w, -h r, I Mo I , 

I Mq I designant le maximum de la valeur absolue de la function 

dans toute Taire. 

(0 

En definitive, les elements totalement interieurs donneront 
done une somme moindre que 

lM,o),- -f. I Mo I = IsM.w, -H I Mo I X 25L. 

oi, 5 

Prenons maintenant les elements qui ont un point de contact 
commun avec le contour de ox. 
p 

Ils sont certainement tons compris dans la bande que nous 
avons tracee de part et d'autre du contour et de region 2r». 11s 
donneront done une somme moindre que 2 | Mq | n et pour tous les 
elements ox, les elements o)"t^ donneront une somme moindre 
que I Mq I X 2c?L. 

(Chacun de ces elements ne devrait etre compte qu une fois pour 
relementox et pour Telement voisin), 

(O 

Au total, la somme relative a la decomposition A' est moindre 

que 

SMjWi -H 45L I Mo I , 

k fortiori moindre que 

J -f 2 I Mo I . 

h , , 

Choisissons c? assez petit pour que 

4aLi Mo1<2* 
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On aura 
On a done bien 


S' < J -h e. 


J S' J -f- 6. 

ff 

Ces in6galit6s exprinient que les sommes S', relatives aux 

decompositions arbitraires A', ont aussi pour limite J quand & tend 
vers zdro. 

10, R 

En resume, toutes les sommes $ ont une limite I et toutes 
les sommes S ont une limite J quand toutes les aires tendent simul- 
tandment vers z^ro (dans toutes leurs dimensions) quel que soit le 
mode de decomposition, et quel que soit Tordre dans lequel on 
ellectue la sommation. 


Definition. — Si nous avons I == J, nous dirons qne la fonc- 
tion /(a?, y) est integrable dans le domaine. La limite comnmne des 
deux sommes 5 et S s’appellera Tintegrale double de la fonction dans 
le domaine. 

Th^u)h6me. — Toute fonction continue dans une aire Umiiie 

et sur les frontihres est integrable dans cette aire, 

8 

En effet le domaine etant borne, la continuite est uniforme. 
On pent done trouver un nombre r} tel que, a la scule condition 

on ait 

quels que soient les points M', M". 

«. 8i 

En particulier, si nous decomposons 0 en aires inf4rieures 
d\ les differences M» —m< seront toutes inT^rieures^ e. La difference 
de deux sommes S — s sera done inferieure il sZw = sQ. Elle pent 
Stre rendue aussi petite qu’on le veut. 11 en est h fortiori de m4me 
de la difference J — I. Ces deux nombres etant fixes, 1 et J sont 
done bien egaux. 

La limite commune se represente par le symbole 
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Si I’aire A est d4compos<5e en aires partielles on a 



7C 

11 sufflt en eflet, dans les decompositions successives, de 
prendre parmi les courbcs formaul ces decompositions, les courbes 
limitant les contours llj, Ll^, ilj. 


Cas de discontinuitds. — On peut remarquer que la fonction sera 
encore int^grable si, tout en restant born^e, elle est discontinue 
pour certains points ou m4me le long de certaines lignes, h la seule 
condition que ces discontinuit4s puissent Stre renfermees dans une 
aire totale aussi petite qu’on le veut. 

Supposons par example qu’il y ait une ligne de discontinuite L. 
a 


Gonsid(5rons la bande foriD^e par les deux courbes parallMes a 

la distance d\ Nous d^compose- 
rons Q, en trois regions Oi, L\, Qg. 

Dans les deux regions Qg 
les somnies S et s ont m^me limite. 
Dans la region iig, en designant 
par I Mg 1 le maximum de lavaleur 
absolue de la fonction dans toute 
I’aire, la dilfdrence des deux sommes 
pour Taire iig sera inoindre que 
2 I Mg I Qg- Or cette region peut etre rendue aussi petite qu’on le 
veut. 



0) 

La dilference totale entre les deux sommes S et s, pour toute 
I’aire 0, peut done etre rendue aussi petite qu’on le veut. Les deux 
limites 1 et J sont done bien les mSmes. 


G^ndialisation. — On peut g4n6raliser la notion d’int(5grale double 
de la fa^on .suivante : 

Dans chaque ^l^mentco* de decomposition, prenons un point >jt. 
Nous aurons 

Wa </(?a, -Hk) < M*. 

«.v,? 

Multiplions loutes les inegalites semblables par I'eiement 
d’aire correspondant et ajoutons les. Nous aurons 

Smjio* <; S/(5 a» ’Q*)t«»A <[ 
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Mais les sommes extremes de ces inegalites ont ni^me limite. 
II en est done de meme de la somme interm^diaire. 

Th6or^;me de la moyeNiNE. — On pent etendre aux iniegrales doubles 
le iheorhme de la moyenne, 

Soient/(a;, j), (f{x, y), deux fonctions integrables (le produit est 
^videmment integrable). Supposons que y) garde un signo 
constant dans 0. ^ 

Si M et /n sont les bornes de /, on aura evidemment, 

si ^{x, j) > 0, 

<Mkf ''iA)wA < M(p(5;,, 'r)A)wA. 

Si on fait la somme de toutes les in^galil^s semblables et si on 
passe a la limite, on aura 


d 



y) ?(^* < M 



On peut done 4crire 



y) 



avec m < fjL < M. 

Or la fonction/(,/•, j), ^tant supposec continue dans le do’maine, 

“2 

prend la valeur [i pour au moins un point z, */? du domaine. 
On aura [j. == /(^, y;) et par suite 



'y 


y)dia. 


Kn particulier si j) = 1, 



x,y)dio r,) X 



Remarque. — Les ^l^ments A^) dans lesquels on d^ootr^ose Q 
sont arbitraires. En particulier, si on ddeompose Taire en* rectangles 
elementaires par des paralleles aux axes de coordoandes,' on 


aura dw = dxdy^ et I’integrale double s’ecrit 




mais 



COURS DK CALCUt DlFFERENTIEL Et INTEGRA! 

il faut remarquer que dx^ dy sent essentiellement positifs (contraire- 
ment i ce qui se passe pour les int4grales simples): e’est un incon¬ 
venient de la definition. 


IT. — CALCUL DE L’INTfiGRALE DOUBLE 


Nous supposerons d’abord pour simplifier, que le champ d'inte¬ 
gration est limite par une seule courbe fermee et qu’une parallfele 
quelconque soit h I’axe des y, soil h Taxe des x, ne rencontre le 
contour qu’en deux points. On pent done mener deux tangentes 
paralleles k ox : y = c, y = d, et deux tangentes paralleles a oy. 

Nous allons faire plusieurs simplifications successives. 

1° Pour evaluer Tintegrale double, puisque nous pouvons 

decomposer le champ en elements d’aires Aw d’une maniere quel- 

conque, nous le decomposerons en rectangles par des paralleles 
ilii ox correspondant aux ordonnees c, y 2 » ' * • paral¬ 

leles k oy comprises entre a et 6 (et que nous n'avons pas besoin de 
pr^ciser). 

Nous supposerons que tons les intervalles soiit moindres que h 
et que les differences des abscisses de deux points quelconques 
pris dans un mfime arc du contour limits par deux ordonndes 
consecutives sont moindres que h ; nous pourrons prendre h aussi 
petit que nous le voudrons. 

2® L’ordonnee yk rencontre le contour en deux points d’abscisse 
Par hypo these 

I 5'ik4-i —^’k\<k 1 Jam-I — J/J < 

a,5 

Considerons tous les elements situes sur une m^me bande 
parallele k ox comprise entre les ordonnees ly*, yk+i : la bande 
MaN*, Ma+iNa+i. Nous la decomposerons par des paralleles k oy, en 
prenant les points d’abscisses extremes des arcs MaMa+i, Na, Na+i 
( en general les abscisses 2 a ou 2 et des abscisses 

intermediaires quelconques. 

a. V 

Pour faire la sommation, nous pouvons d’abord faire la 

IZ 

somme de tous les elements relatifs k cettc tranche, puisque 
nous avons le droit de iaire la sommationd une manidre quelconque. 
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3® Cette tranche comprend des 4l6inents rectangulaires comple- 
tement inWrieurs audomaine. iimit^s par les abscisses Xj, Tg, • • • Xn 
et k droite et k gauche, une aire irregiili 6 re de forme trap^zoidale 
rl limit^e par un arc du contour. 



* t 

Je dis que Ton a le droit de remplacer ces elements irrdgu- 
liers par les petits rectangles de base x^ — ou — Xn, 

fs 

0 

En effet, en remplagant un 4l6nient irrt^gulier par le rec¬ 
tangle, la difference entre ces deux aires est tout au plus egale 
a Hy^+i — y*) parhypothese ; en designant par | | le maximum 

de la valeur absolue de la fonction dans toute I’aire, nous commet- 
trons une erreur au plus egale ^ 2 | M© | — /*) et en faisant 

de meme pour toutes les bandes, nous commettrons une erreur au 
plus egale ^ 2 I Mo I h((/ — c), erreur que nous pourrons rendre 
aussi petite que nous le voudrons. 

4® Nous avons le droit de prendre dans chaque element Aw un 

point Skf Y)k arbitraire. Nous prendrons par exemple un 

point situ^ sur chaque ordonnee inf^rieure : yjjt = y*. Quant k 
I'abscisse, nous la pr^ciserons plus loin. 

or 

La hauteur de chaque 414ment d’aire de la bande 7 ^ 4 . 1 —yjt 
^tant constante, la somme des 41^ments de cette bande est done 

— ?*)/(5o, yk) -4- {^2 — y*)H- h- yk)l 

Garrus. — Cours de Galcul differential et integral. 80 
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si nous consid^rions I’int^grale simple 


rr. 

•.'Zk 


dans laquelle y* 6 gure comme paramfetre, en d4composant le champ 

OL 

£" — par les points de division • • • J’n, et appliquant 

^ chacun des intervalles le theor^me de la moyenne, nous pourrions 
poser 

r,^V(®‘'r*) (*ii — — 

J\k 

V, ai 

Ce sont prdcisemcnt ces abscisses Sj • • • ainsi introduites 
que nous prendrons comme abscisses des points dans chaque 4l6ment. 

Oi , 

Ainsi done la somme des ^l^ments relatifs & la bande est rigou- 
reusement 4gale k 

rW 

h = Ayi I J{x, yk)dx. 

J%k 

50 II reste h ^.valuer lik. Mais Tinldgrale I /(a?, yh)dx 

J^k 

? 

dans laquelle nous considdrons yk comme paramdtre, ddpend 
deyt. St la fois parce que j* figure comme paramdtre dansy(x,yife), etaussi 
parce que.les limites dependent de la valeur yk (a inoins que le 
champ soil limitd par deux parallfeles h oj). Mais, de toutes famous, 

P‘ 

I’intdgrale est une fonetion continue;de y*.. Sait: 

,, Vf*. yk)dx = f[yK): 

5* 

It . s 

Elle est done int4grabl6 et la ^omme 

I'Xt 

L yi®,y*)d* = SAr*'p(y*) 

J%k 

a pour limitej^ lorsque tons les-intOTvalle&yi).(.t ;—yi tendent 

versjairoj 


Ainsir-ladimite cherch^e, o'nst'^iirdire KintAgrale doubllev est, 
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en supprimant les indices, I’intdgralfe ^{y)^y rempla^ant (p{y) 
par sa valeur, 

rd 

/ ^y L /(^>y)doc- 

jc Jl^f 

_ p- 

Cette limite s^obtient par deux integrations successives : on 

donne h y ane valeur comprise entre c et rf, et on calcule FinUgrale 


f{x^ y)dx^.^ etdisignant les. valeurs de x correspondant aux 


Jv 

points de rencontre de VordbnnSe y avec le contour, 

Le rSsultat est une fonotion (p(y)i Iljaut alors calculer J ^{y)dy. 


C’est la valeur. de Pintegrale dbuble. 




Interversibu des'ihtt^grations. — Gh auraitpu 4videm- 

ment opdrer autrement : en considdrant d’abord tbiis Ifes ^l^ments 
d!unein^me tranche parallele a oycdmpriseentre lesabscisses Xk^i 
on aurait obtenu 


Aa;; 


* f fiP'l'y yW 


yj;t d^signant les ordonnees de$ points de rencontre du contour 
limitant le champ avec la droite x 5 = xk. 


Cette int^grale 


, A^>‘>y)dy 


aurait 616 nne fonction II 


aurait fallu calculer ensuite 


ce qui aurait'conduit k Pintegralh I f\i{x)dx. 

Ja 

L4nt(Sgrale double aurait done etc 4rgale k 

rh rr/' 

I dxj , Ji^fyW- 

d 

De la comparaison de ces deux expressions d’une m4me 
sohxme, on d^duit 

X b nry rd rV^ 
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En particulier si le champ d’iat^gration est le rectangle limits 
par les abscisses a? == o, sc = ^, et les ordonn4es y == c, = </, on 
aura constamment = a, = b, ri't — c,v)l == d, et par suite la 
relation ci-dessus s’4crit 


j /^h ■ nd rd pb 

dx I f(x,y)dy = I I f{x,y)dx. 
a Je Jt Ja 

IT, 

Nous retrouvons la formula d'int^gration sous le signe I . 

Mais, avec la signification particulifere de ^',^"etdeyy',y 5 ", lem^me 
resullat a lieu dans un champ quelconque, en prenant chaque fois 
pour les limites de x correspondant k la valeur de y. 

On peut done ne pas specifier Tordre des integrations et ecrire 

Tintegrale double sous la forme fip^^y)dxdy^ etant bien entendu 

que ce symbole se traduira, comma il a 6te indique, par deux inte¬ 
grations successives. 

Exemplk. — On donne la fonclion z = kxy, Calculer tinUgrale 
double de cette fonclion h tinidrieur da quart dellipse 




6 * 


1 == 0 . 


siiui dans Wangle positif des axes de coordonndes. 

8 

Pour une valeur de x comprise entre 0 et a, y peut varier 
de = Q k Yj” = ^ y/a® — 

S 

11 faut done calculer d’abord Tint^grale 

kxydy = r= k^^x{a* — sc*), 


SI’ pouvant varier de 0 ^ a, 


on aura ensuite h calculer 




On trouve 




b*a* 

-sr' 


Telle est la valeur de Tintdgrale double cherch^e. 
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Generalisation. — Nous avons suppose jusqu’ici que le contour 
limitant le champ n'etait rencontre parune parallfele, soitioj^*, soit 
a ojy qu*en deux points. 

CK 

Nous pouvons supprimer cette restriction. 

Kemarquons d*abord en elTet que, si le champ iiest decompose en 
champs partiels nombre fini, I’integrale double 

J'J'f{Xj y)clx dy est par definition egale k la somnie des integrates 

relatives aux champs Qg* • * • Si Ton a un champ plus complexe, 

a 

on pent en menaot les parallfeles aoy le decomposer en plusieurs 
champs tels qu’une parallele k oy ne rencontre chacun d’eux qu*en 
deux points. On pourra alors appliquer k chacun d’eux la formula 
d'integration. 


REMAnguEs. — Dans le cas particulier ou Taire d’iniegration est 
un rectangle et oula fonction a integrer est le produil d une fonction 
de X par une fonction de y 

y) = ?(«) X 'l'(j')- 

0 , 8 

on integrant d’abord par rapport k y, les limites de y 
correspondent 4 toute valeur de x 4tant c, d, on a d’abord 4 calculer 


r 


<p(») 



Ce qui donnerait A(p(a;) en posant A = I '^{y)dy. 


II faudrait ensuite calculer 


J rh rb 

A(p(x) dx=: A I 9(x) dx, 

a Ja 

X d pb 

X I f{x)dx. 

p ... 

Elle est done le produit de deux integrations simples. 
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‘2® ^Remarque. — Supposons Ja (bnotion A intdgrer quelconqua 
mais prenons comine jchamp d’int^gration le triangle OAB limits 

par la bissectrice des axes.. 

J 

Si Ton integre d’ahord par rap¬ 
port a y on aura 



X 


/[*• y)<^y 


et.l’int^grale double a pour valeur 

f a nx 

da: I J(x,y)dy. 


*^0 


Siau.contraire I’onintfegre d’abordpar rapport kx, pour unevaleur 

de y, X variant de |' = y k =s a on aura j f{x, y) dx, et I’int^grale 

Jy 


double est 


/^a 

I I /(®»y)da’* 

Jo Jy 


On obtient done I’^galit^ suivante due a Lejeune*Dirichlet 

ra rx ra ra 

I dx f /(x,y)dy = ,l dyd f{x, y)dx. 

Jo Jo Jo Jy 


Application. — Determiner par une inU<jrale double une fonclion 
de X admetianl pour derivie seconds une fonction donnie (p{x). 

Une primitive de (p(x) est 

\{x)= I 

Jo 

Une primitive deX(.r), e'est-^-dire da^fonction cherch^e .F(ii:), 
sera done 


^x /•x nz 

I X(z)d*==| dz o(y)dy. 

Jo Jo Jo 

En appliquant la formule ci-dessus, le deuxikme membre est 



<p(y)dz. 
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Or la premiere integration pent s’effectuer et donne {x —y) f(y). 
Le resultat est done 


i: 


(*—r) 


.D^rivees d’une intdgiale double. — Gonsiderons une integrale 
double de la fonction Jlx, y) k I’interieur d’un rectangle limite par 
les deux parallcles koy, x = a, x = X et par les deux paralleles'il 
ox,y = c,y = Y. 

On a 

f I f(^,y)<iy=f <iy ( 

%/a Jc Jc Ja 

Si nous supposons que a et c restent constants, le r6suUat 

P ^ 

d^pendra seiilement de X, Y : on pourra done le consi- 

d6rer comme une fonction F(X, Y) des coordonnees du sommet 

variable X, Y. 

D’aprfes r^galit^ ci-dessus, si nous posons momenlanement 


rint%rale double est 


i: 

r 


y)<fy == f(^> y)> 


9(x, Y)dx= P(X, Y). 


De cette egalite on deduit 

G Y) y)dy- 


dF 

^ = ^(X, 


Et de ce premier r^sultat on d^duit alors 

,-^‘;=/(x.Y). 

En considerant la deuxi^me forme de Tintegrale double, 
obtiendrait 


on 


dF 


i/ a 


Ainsi la fonction F(X, Y) reprt5sent^e par I’intfigrale double 
admet une d^riv^e seeonde rectangle J^X, Y). 'Rien ne prouve 

d^F d*F 

d'ailleurs que cette fonction admette des d^riv^es partielles * 
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La fonction satisfaisant h I’dquation 

5C 

la solution la plus g^nerale de cette Equation s’obtiendra en 

ajoutant une fonction dont la deriv^e rectangle seconde soit nulle, 
c*est-Jt-dire une fonction de la forme ip(X) + 
la forme 

U(X, Y) =. j\x j\x,y)dy + <p(X) + ^(Y). 

Si Ton vent que pour X = a, U se r^duise a une fonction don- 
iiieh{y), il faut poser 

<f(a) -H ^-(Y) = h{\). . 

Si Ton veut que pour Y = c, U se r4duise a une fonction don- 

P . 

mSe^far), il faudra d’abord, en exprimant de deux mani^res la 

valeur de la fonction pour X = a, Y = c, que h{c) = jf(a). 

. . 

Ensuite on devra avoir 

<p(X) -t- <Kc) = g(X), 

On en d^duit 


^(Y) = h{Y) - 9(«). 9(X) = g{X) - ^(c) = g{X) - h{c) + <p(a). 

La fonction cherch^e a done pour expression 

U(X, Y) = y) dy + g{X) + h(\) - h(c). 

Rappelons que 

5 (X) = U(X.c), A(Y) = U(a, Y). 


Inversement, si i on connaii une soiuuon queiconque i 

Liquation — /(X, Y), I’integrale double aura pour valeur 


f^dx r/(x. y]dy = U(X. Y) — U(X, c) — U(a. Y) -t- U(a. c). 

Ja Je 
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III. — VOLUME 

Consid^rons la surface S d’6quation z=^f(x,y). 

Nous supposerons d’abord 2 : > 0. Nous aliens ddfinir le volume 
du cylindre ayant pour base dans le plan des x, y une aire ii, doni Ics 
giniratrices sont parall^les a oz, et limili a la surface S. 

D^conaposons Taii^e 11 en elements de surface Aw par des paralleles 

k ox et oy, et consid4rons le petit prisme tc de base Aw limits S S. 
a,v 

Pour tous les points de S qui se projettent i\ Tint^rieur de Aw, 
z admet un minimum z et un maximum Z. 

81 . 

Si nous considerons le parallel^pip^de P de base Aw et de 
hauteur Z, tout point du prisme n appartiendra a P et il existera des 
points de P qui n’appartiennent pas k n. Nous dirons que le domaine 
des points constituant n est inf6rieur au domaine de P. 

De m4me, si nous consid<Srions le prisme p de hauteur z, il cons- 
tilue un domaine inf^rieur k celui de n. 

On peut done 4crire les inegalites 

p < It < P. 

Et si nous faisons la somme des inegalites analogues correspon- 
dant a tous les elements Aw, nous obtiendrons 

Sp < S7t < IP. 

Or, k la notion de domaine d’un parallelepipede et par suite des 

(T 

domaines Ip et 2P, nous savons rattacher de fagon precise la 

notion de volume de ces domaines. Nous admettrons que k tout 
domaine de points correspond un volume positif ou nul. Il en resultera 
qu’au domaine du prisme n correspondra un volume et que Ton aura 

vol p < vol It <; vol P, X Yol p <; s vol 7t <; s vol P. 

Or, lorsque tous les elements Aw decroissent indefiniment dans les 

Of 

deux sens, la premiere somme a pour limite Tintegrale dou- 

hlejj^/(x, y)dxdy. 

La deuxi^me a inline limite: La somme inlerm^diaire a done 
aussi mSme limite. 
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C’est cette limite bien d^lermin^e que nous appellerons de fa^on 
precise le volume du cylindre ayant pour base il, limits a S. On 
pourrait se donner a priori cette definition. Nous avons voulu la 
justifier par les considerations que nous avons exposees, et cette 
definition s*ideritifie d’ailleurs avec la notion de volume pour les 
volumes eiementaires que nous connaissons. 

Remarque. — Pour pouvoir nous rattacher k la notion de volume 
du paralleiepipede, nous avons decompose il en parallelogrammes. 
JMais pour calciiler I’integrale double, nous pouvons la decomposer 
en elements d’aire Aw mfiniment petits dans les deux sens, d’une 
maniere quelconque. 

Apr^s avoir defini Taire plane trapezoidale limitee a un arg de 
courbe G, nous avons defini Taire comprise k Imterieur d’une courbe 

a 

fermee quelconque. Nous allons poursuivre I’analogie et 

definir le volume compris a I’interieur d’une surface fermee quel¬ 
conque S. 



Ce volume se projette sur le plan des xy^k Tinterieur d’une aire£2. 
Nous supposerons d’abord qu’une parallele k oz menee d’un point 
de LI ne rencontre la surface qui limite le corps qu’en deuix 
points M^, M 2 . 

Le cylindre, dont les generatrices sont paralfeles A oz at 
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circonscrit a la surface, touche celle-ci suivant une eourbe C qui 
partage la surface en deux calottes Sg lieu des points ou des 
points KIg. 

Nous admettrons que si deux domaines de points sont contigus, 
le volume du domaine total est egal k la somme des volumes des 
deux domaines. 

Nous dirons que le volume du corps conipris k Tinterieur de S 
est la difference enlre le volume du cylindre de base 0 limite k Sg, 
et celui du cylindre limits k S^. 

Or le premier est defini par Tint%raledouble I / le second 

JJ ii 


par r / 


dfj}. 


Le volume du corps sera done exprim^ par Tintograle double 



— Zi)do). 


»Gomnie dans le cas des surfaces, on d6montrera, en passant 

d’abord par un t^traddreou un parallelepip^de, que leresullatobtenu 
est inddpendant des axes de coordonnees choisis. 

Si une parallele k oz rencontrait la surface limitant le volume en 

a 

plus de deux points (en considerant le cylindre circonscrit 

parallfele k 02 ), on decoinposerait ce volume en volumes partiels tels 
qu’une paralltde a oz ne rencontre chacun d’eux qu'en deux points. 


Volume d6termin^,par une integrate simple. — Considerons encore 
le volume compris.a l.’interieur d’une surface S (reneontrde en.deux 
points par toute parallele a oz) qui se projette suivant une aire 0. 
II a pour expression en di^composant LI par des parallfeles aux axes 

V — Zi)dx dy. 

iPour ^valuer oette int4gTale double, nous pouvons' d’abord taisser y 
constant at calculer I’inWgrale 
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Le plan Y — y coupe la surface S suivant une courbe ferm^e G. 
Cette premiere integrate ’’ ^ n*est autre que I’aire comprise k 



rint4rieur de cette courbe ferm^e. Cette aire est une fonction 
de y, A(y), et si on a su la calculer, il suffira de calculer ensuite 

i’int^grale 



Mais si Ton partage I’intervalle cd par les ordonndesyi, yj, • • • yn, 
eette inWgrale est la limite dc la somine 

S(yt+i — y») Afyftb 

<T 

Or I’el^ment de cette somme (yt+i — y*) A(yj) repr4sente- 

rait le volume d’une petite tranche ayant pour base la section Afy^) 

d 

et pour hauteur la distance des deux plans de section ; 1 in¬ 

tegrate double sera la limite de la somme des volumes de ces tranches 
quand toutes les hauteurs decroissent inddfiniment, ce qui corres¬ 
pond h la notion vulgaire de volume. 

On voit done que pour dvaluer le volume, on arrive A substituer 
k une somme doublement infinie d’el6ments de volume infiniment 
petits dans deux dimensions, une somme simplement infinie d 41^- 
ments de volume infiniment petits dans une seule dimension, e’est- 
h-dire compris dans un parall4l4pip4de dont une des ar4tes seulement 
est infiniment petite. 
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Mais il est bien Evident que dans ces conditions, puisque le volume 

est independent des axes de coordonnees, on pourra d^com* 

poser ce volume en tranches soit par des plans paralleles h zoy soit 
par des plans parall61es k xoy: il suffit seulement que Ton sache 
calculer Taire de cheque section. 


Applications. — Calculer le volume compris entre le plan des xy 
et le paraboloide 


z = k^ — 




L’aire de base est Tellipse 

/m2 /w2 

- Nous calculerons le quart de ce volume, celui qui se projette 
dans Tangle des coordonn^es positives. 

En integrant d’abord par rapport y, pour une valeur donn^e 

b 
a 


de X, y peut varier de 0 ^ yja = - y/— x^. 

\ 

Ox 


Il faut done calculer 


Ce qui donne 




/, x*\ 1 1 /,, X* 1 fc*a’ —2 6,,j , • 

aV 362a* 3'~ a‘ ’ 


X peut varier de 0 a ka. Nous avons ensuite k calculer 

-rs 




Nous poserons k cet elVet x — ka sin f. 
L’int4grale se transforine en 




COS* <pci^. 



TZ 

2 1' 3 TT 

g (3 4- 4 cos 2<p 4- cos 4<p)d<p = jg 2 * 


Mais 
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Le volume total’cherche est done egal 4 2 nf^ab, 

Si nous avions decompose le volume en tranches par difes plans 

p«rall6les aur.plan xofy en remarquant que la section par 

le plan de cote z est une ellipse d’equation 

x* ,5 


cette ellipse a pour aire 

7c(/f? — ^z)ab. 

z pour cent varie de 0 4 P, il sutlit done de calculer Tint^- 
grale simple 





Tzk^ab. 


G’est le r^sultat trouvd ci-dessus. 

Or la hauteur du segment parabolique est A* et la surface de 
Tellipse de base est nabk^. Le volume est done la moiti6 du volume 
du cylindre m^me base et de m4me hauteur; 


3 

Application. Surface de revolution. — Si la surface de 

revolution a pour axe oz et si la courbe meridienne dans le plan des 
xoz a pour equation x = /(^r), la section par un plan de cote z est un 
cercle qui a pour surface c^est-4-dire np[z), Le volume compris 


entre deux plans aura done pour expression I np{z)dz. On 

Jzy 

est ramene au calcul d'une Integra le simple. 

Si Ton voulait seulement le volume compris entre deux plans 
m6ridiens faisant entre eux Tangle 'iO, il sullirait de multiplier le 


r^sultat precedent par 


(jt) 

2 tc 


3®. Application. — Chs ou Vaire de la section par le plan de cote z 
est une fonction da second degr^ de • 

Supposons que Ton sache calculer Taire de la section par un plan 
quelconque perpendiculaire 4 oz et supposons que cette aire soit une 
fonction du second degre de z 

k{z) = mz^ -h nz p. 

Si le volume, est limits par deux plans perpendiculaires 4 oz, 

Zg* on pourra calculer le volume ainsi d41imit^. 
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Ce volume a pour expression 

{ 2.2 3 2 

K(z)iz = J (mz^ -h nz -h p)dz = [m^ 

V = 0 [274(zj 21^2-f-zj)-f-3a(zi "f“ Z 2 ) H-6pJ. 

Or les aires Bg, Bm des sections par les plans 

, Zi Z 2 

z =Z Zif z = Zii 2 = —2 -- 

sont respectivem'ent 

B,==mzf-t-nz,+p, -f-nza-hp, p. 

rv c. 

Dfe ttoutes isK^ons, on voit^a priori que Ton pourrait expri- 

mer le volume en fonction de B^, Bg, Bm qui ont une si^iflcalion 
g^omdtrique precise au lieu de m, /i, p. 

On vdrifie aisement que la parenth^se qui figure dans I'ex- 
pression du volume est identique a B^ + B 2 .+ 4Bm. D'autre part 
Z 2 — Zj est la hauteur h du volume. 

On obtient done simplement 

V = J(B,-hB,- h4B„). 

p 

Cette formule est ainsi ind^pendante de I’expression alg6- 

briijue de Taire. Elle ne fait intervenir que des ^l^ments geom6triques, 
la hauteur du volume, les aires des deux bases et de la section 
moyenne. 

TC 

Elle s’applique au c6ne et au tronc de c6ne, puisque en 

prenant' lb sommet k ToTiginei Taire db la section est proportion- 
nelle' au carrb db la hauteur du c6ne; 

Pour une sphbre, en.prenant pour origine le centre de la sphere, 
llaire de la section par le plan de cote z est 7r(R^ — 2 *). La formule 
est done applicable k une tranche quelconque de la sphbre. En par- 
ticulier pourda sphere entibre 

= B 2 = 0, Bm == irRS h == 2R. 

Done 

V==gR X.4jrB» = 
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Surfaces r6gl6es. — Consid4rons la surface engendree par la 
droite mobile 

X — az -h Pt y = bz q 

oil a, 6, p, q sent des fonctions d’un parametre variable /, admettant 
des d^riv4es par rapport k oe parametre. 

Si nous coupons la surface par le plan z = Zq, la section a pour 
Equation 

x = azo p, y = bz^ 4 -- q 

On obtiendra toute la surface lat^rale en faisant varier t de ii T. 
Calculons le volume du prisme limits k la surface, entre deux 
g^n(5ratrices, deux plans perpendiculaires k oz^ et ayant ses genera¬ 
trices paralieies k oy. 

L’aire comprise k I’interieur de la section par le plan de 
cote aura pour expression 

Hh)= f ydx= f {bzo-{-‘q){a'zop')dL 
9 

Le resultat est bien de la forme 

A(zo) = nnl 4- nzjj 4- p 

avec 

rty ni 

m = I ba'dty a = I 

Jh Jk 

Le volume d une tranche quelconque limitee k la surface 
regiee et k deux plans z et Z a done pour expression 

V = ^(B. + B,-h 4B„). 

11 ne depend que des aires des trois sections et de la hauteur. 

!^tant donn4 le rdsultat obtenu et sa signification gdom^trique, il 

' 1 ' 

est Evident qu’il est valable, m^me si les generatrices rectU 

lignes de la surface sont imaginaires. L’aire de la section sera reelle 
et fonction du second degre de z : la formule sera done encore appli¬ 
cable. 

Application. — Volume total d'un ellipsoide. 

8 

G’est une surface regiee k generatrices imaginaires. Les deux 


{bp' -l- qra')d(, P = f qp'dl. 

J‘o 
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plans de base sont deux plans tangents parallMes ; leurs aires serout 
nulles. 11 reste done 



On retrouve Tun des th^or^mes d'Apollonius : 

P 

Le volume de tellipsoide s'oblient en malliplianl faire d'une 
section cenlrale quelconque par les deax Hers de (a distance des plans 
tangents parallkles : ce prodait est done constant. 


2® Application. — Prenons le paraholoide elliptique 



(rapports mfime a des axes obliques), et cherchons le volume d’un 
segment limits b un plan tangent z et un plan parallele z = z^. 

ties sections homothetiques, Bg, Bw sont entre elles 

comme les carr^s des axes des ellipses, done dans le rapport de 2 4 1 

B. = 0. B„, == 1 Ba = 1 B. 

Done 

V = * (Ba -t- 4B„) = ^ B. 

Le volume est done la moitie de celui du cylindre de mSme base 
et de mSme hauteur. 


IV. — CHANGEMENT DE VARIABLES 
DANS LES INTfiGRALES DOUBLES 

Pour faire le calcul de I’int^grale double, nous nvons suppose jus- 
qu’ici que Ton decomposait le champ d’int^gration en rectangles par 
des parall^les aux axes. Et cependant I’exislence de I'int^grale 
double a 616 stabile dans le cas tout k fait g4n4ral ou le champ 4tait 
ddcompos4 en ^l^ments inOniment petits dans les deux sens d’une 
mani^re quelconque 
Faisons le changement de variables 

X — <p(u, v), y = <}-(«, v). 

Ces formules ^.tablissent une correspondence enire le point de 
Garrus. — Cours de Calcul diff^rentiel et inUgral. 31 
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coordonndes tt, v par rapport k un certain systdme d'axes, et le point 
de coordonn^es x, y. Nous supposerons les deux syst^mesd’axesde 
m^me disposition. 

Nous supposerons que 

Lorsque le point u, v se d^place dans un domaine 
du plan u, v, les functions 9 , <]; sonl bien d^termin^es, continues, et 
admettent des ddriv 6 es partielles continues. Lorsque le point u, v 
d 4 crit le domaine et le contour qui le limite; le point Xy y de- 
crit un domaine A limits par un contour G. 

2o A tout point de A ne correspond qu’un seul point de A^. En 
d’autres termes, la correspondance entre les points de A et de A^ 
\^et des contours) est biunivoque. 

II en resulte n^cessairement (comme on La vu dans 1 4 tude 

des propri^tes des determinants fonctionnels) que ce determinant 
garde un signe constant dans le domaine (il peut s’annuler pour 
certains points). • 

Ces indications precisees, nous avons k calculer I’integrale 

jjj{x,y)dxdy 

en faisant le changement de variables 

X = (p(«, v), y 'Ku, v). 

Mais nous avons vu que ce changement de variables 
vait etre ramene au suivant 


X = cp(u, y), y = B(x, v) 

et Ton a 

^^•7 da ^ bv' 

81 a 

Pour elfectuer Pintegrale, nous pouvons d'abord elfec- 

luer la quadrature 

vj' et Yf etant les limites de y pour la valeur de x (consideree comme 
paramfetre) {rf 

a 

Si dans cette integrale, nous faisons le changement de 
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variable y — 6{x, v) et si sont les valeurs de v correspondant 
^ > 7 ', Yj’ nous obtiendrons 


r f{x, ^x, v))^dv. 
%J W| 


Nous d^signerons ces valeurs par v\ v" avec la condi¬ 


tion a' <; Dans ces conditions, 
^0 


si V croit en mfime temps 


que y, est positif ; v* = / = Wg et Ton peut 4crire 1’integrate 


/(X, 0(X, 
uf 


«)) 


dv. 


Si 


Si V d^croit quand y croit, 
mais alors u' == I’g, a" = ; Tintegrale est 


aO . , ... d0 

est negatii, cn = — 




0 ) 


dv. 


Ainsi, avec la convention sur la designation de a' et a'', on 
obtient dans tons les cas 


j ^ /(x, 0(x, 


V)) 


DO 
dv I 


dv. 


En effectuant la deuxieme integrale on aura 


J ^6 rv” 

dx I f(x, 0(x, a)) 

a Jv' 


dv. 


Or, A' designant le champ de variation du point x, a, correspondant 
, P . 

au champ A, on voit que le r^sultat n’est autre que I’inte- 

grale double 


XX 


f{x, 0(x, w)) I ^ 


dv 


dxdv. 




Pour effectuer cette integrate double sous celte nouvelle forme, 


on peut supposer que Ton commence par integrer par rap¬ 
port ^ X, en donnant k a une valour constante 
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a 

Si nous y faisons le changement de variable a? = y(a, u), 
u rempla^ant x, de mfime que ci^dessus, nous aurons 

k remplacer dans Tint^grale x en fonction de u et w, 

et int^grer par rapport k u 
les limites 6tant ti', u", avec la condition a'<^a\ Nousobtenonsdone 


k multiplier la fonction k inWgrer par 


/,/( 9 . 

. • tv 


6(y, u)) X 


d?; 


X 


dep 

du 


dU 


2 ^ mais alors en faisant la deuxi^me quadrature, 
voyons que nous sommes ramenes a I’int^grale 




nous 


Jr H 


«) 


dV 


btp 

dU 


du. 


Le r4sultat de cette double integration n'est autre que Tintegrale 
double 


fi 


y(*. F) X 


dV 


xir 

' du 


du dVf 


la fonction /(a?, y) signifiant que Ton y a remplace a; et y en fonction 
de u et V, le champ etant le champ de variation du point u, v. 

Mais nous avons remarque que 


dll du 


Nous avons done en definitive pour expression de Tinte- 
grale double 




D"’" I dudv. 


Telle est la formula du changement de variable dans les integrates 
doubles. 

11 faut bien remarquer que da et dv sont essentiellement positifs. 
Pour effecluer le changement de variables 


X = v) y = v) 

dans ane intigrale double, il Jaut : 

1® Remplacer x et y en Jonciion de u, v dans f[xy y). 

2® Remplacer tdUmenl dijfdrenliel dx dy par | j dadv. 

3^ Inldgrer daris le champ Aj du point u, v, correspondant au champ A 
du point X, y. 
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Remabques. — La transformation que iious avons faite est valable 
m4me si le determinant fonctionnel s'annule (sans changer de 
signe) en quelques points ou sur une lignedudomained’integration. 
Mais la . condition que la correspondance soit biunivoque 

est absolumenl indispensable k la validite de la transforma¬ 
tion (et par consequent que le determinant fonctionnel ne change 
pas de signe). Si elle n est pas satisfaite pour le domaine donne, 

a 

il faudra decomposer celui-ci en domaines partiels pour 
» chacun desquels cette condition sera remplie. 

Prenons par exemple pour domaine A le carre parallele aux 
axes de centre origine et de cotes 

a; = dz 1, y = =t 1. 

8 

L’integrale 

nr /‘-f-i 

jj dxdy=::J dxj dy = i. 


Supposons que nous fassions le changement de variables 

:f=± X, y^ = Y. 

Lorsque le point y se deplace k Tinterieur du carre, le 
point X, Y se deplace k I’interieur du carre Aj dont les cdtes sont 
X = 0, X = 1, Y = 0, Y = Onaici 

j^X,Y _ 1 1 J_ 


Si nous appliquions la formule de transformation, nous obtien- 
drions 

IT 11 1 jYw _ 1 

JJa.VXv// ^ 

Le resultat est dilferent de celui obtenu cbdessus. L’erreur 


7Z 

tient k ce que la correspondance etablie enlre le point y et le 
point X, Y n’estpas biunivoque. A un point x^y de A, ne correspond 
bien qu*un seul point X, Y de A^, mais inversement k un point X, Y 
de Aj, correspondent les qualre points ±:\/x^ zh \/y (sans concor¬ 
dance de signe) situes dans chacun des quatre carr4s dans lesquels 
on pent decomposer A. 

8 i, cx 

Pour avoir une correspondance biunivoque, il faut done 
partager le champ A en quatre carr^s dgaux. Au carre A', a; = 0, 



486 


COURS DE CALCUL DIFFEREWTIEL ET INTEGRAL 


as = 1,y=:0, y = l correspond le earr^ Aj', X = 0, X = 1,Y = 0, 
Y = 1. On a 

II. — Lorsque Ton veut faire un changement de variables dans 
un champ Q, pour avoir le champ de variation de n, v, 11 ne suffit 
pas de chercher la transformation de la courbe qui limite 12, 
P 

mais il faut voir comment se repartissent tons les points u, v 
correspondent ^tous les points x,y de 12. 

II pourra arriver 4galement que, pour certains points ou certaines 
lignes, la transformation ne soit plus reversible. II faudra pour plus 
de surety., s’il est n4cessaire, isoler ces points ou lignes par des 
courbes et voir ce qui se passe lorsque la region isolee tend vers z4ro. 

Exemple. — Faisons la transformation en coordonndes polaires 

a; = p cos 0), J = p sin (o. 

P 

Pour Torigine, la trans¬ 
formation n est pas reversible: 
p = 0, mais o) est ind^termin^. 
11 sera done Utile d’isoler Tori- 
gine, par exemple par un petit 
cercle, et calculer I’integrale 
dans le champ restant. Si Ton 
se contentait de transformer 
dans les axes p, w le cercle 
limitatif^ on aurait simplement pour contour limitatif la por¬ 
tion AB de la parall^le ^ Taxe ow comprise de 0 a 2n. Mais si Ton 

<j 

isole d’une part Torigine, et si on transforme tons les points 

compris dans la couronne, on voit que le champ transform^ est le 
rectangle limit<S par les deux droiles p = e, p = R, et les droites o) = 0, 

= 2rr. 

Interpretation g4om6trique. — Dans les expressions 

X == v), y = v), 

si nous donnons h u une valeur constante en faisant varier 
seulement v, le point x,y decrira une courbe u = const. Lorsque ce 
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param^tre u variera, on obtiendra une famille de courbes qui 
balaieront le doinaine A. 

De iii4me on obtiendra la famille v = const. 

Or considerons le quadrilatere 
limits par les courbes u, u + 

' i; et V + du. Si nous prenions ce 
quadrilatere dc comme element de 
decomposition de A, nous obiien- 


drions y)do’. 

avons deje obtenu 


Mais 


nous 



JJ/(^>y) X l " I dadv. 


On en conclut done que 

d(j = I I da do 


k des infiniment petits d’ordre superieur pres. 

G^est bien le resultat que nous avons obtenu comme partie 
principale du parallologramme curviligne (proprieies des determi¬ 
nants fonctionnels). 

a 

Pour calculer cette deuxieme integrate double, nous donnons 

par exemple a «une valeurconstanleinterinediaire entre les valeurs 
limites a, |3 correspondant aux courbes tangentes au champ. Pour 
cette valeur, v pourra varier entre a' et a" (a' < a"). Nous calculons 
d’abord Tintegrale 

/(^. y) I VI 

Le rdsultat sera une fonction A(«) que nous int%rons de a i |3 
daj^ f{x,y) I D“’* | dv. 


Nous pourrions de meme obtenir 
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M6thode. — L'interpr^tation g6om6trique que nous venons 
d'obtenir permet de donner une deuxieme dt^monslration tout k fait 
dillerente de la formule du changement de variables. 

Nous avons 4tabli a propos des determinants fonclionnels, que si 
Ton ^tablit une transformation ponctuelle 

\=f(x,y), Y==<p(x,j) 

si k partir d’un point fixe m on rnene deux segments de droites mwj,, 
mm 2 et si Ton considere les deux segments MMi, MM 2 , M^.Mg cor- 
^2 

respondent k le rapport des aires des deux parall^lo- 

grammes a pour limite en grandeur et en signe le determinant fonc- 

tionnel Ox’/y point a?, y. 

II en sera ividemment de meme si Ton considere la limite du 
rapport de deux aires infiniment petites correspondantes quel- 
conques. 

Gonsid4rons done I’int^grale 

f(x, y)ch = lim 'nk)d^h 

et faisons le changement de variables 

X ~ cp(M, u), y = v). 

a 

Ddcoinposons le domaine A en 6l6ments infiniment petits 
dans les deux sens par les courbes « = con^t, i> = const. Par rapport 

81 

aux deux axes ou, ov, I'aire du rectangle construit sur les 

elements ut+i — ut, a«+i — a< a pour expression 

(U4+, — — V,). 

P 

A tous les points compris h I’int^rieur de ce rectangle 



Fig. 33. 



correspondent tous les points x, y compris k I’inWrieur du quadrilat^re 
curviligne ABCD limitd par les courbes «*, «t+i, Vi, w+i. 


Si le rectangle abed tendait vers zdro le rapport des deux 
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aires correspondantes aurait pour Hmite le determinant fono 
iionnel | On pent done ecrire 

quad. curv. ABCD i I 

quad, abed ' I 

£ landant vers zero et pouvant etre rendu moindre qu une quantity 
quel que soit Telement Ao* considere. 

Par suite Teldment d’aire Ao** a pour expression en valeur absolue 
et k la condition de supposer da et dv cssentiellement posilifs 

n “ I + 

le determinant fonctionnel etant calcule pour un point u, v interieur 
h Aff. 

Le point tk, fjk est egalement un point pris dans I’eiement Ac. 
Puisque on a le droit de choisir arbitrairement ce point, on pent 
supposer qu’il coincide avec le point correspondant^ u,u ; on obtient 
done finalement corame Element de la somme 

/{®. j)[| I + 

Nous aurions done h eirectuer la somme double d’dl^ments ana¬ 
logues. Elle s'^crit 

y) 1 \dadv -h ^y{x, y)idu dv. 

? 

Cette dernifere somme peut etre rendue aussi petite qu’on le 

TC 

veut. En d^signant en eflet par M le maximum de | /(j?, v) | 

dans le champ elle est moindre que 

£(, Ms da dv = MAi 

en designant par Aj le champ du point n, v, 

0 ) 

Nous avons done finalement a calculer la limite de 

I 1 dudv 

mais cette limite est pr6cis4ment rinWgrale double 

j{^>y) I K',y I 

^tendue au champ de variation de u, v. 

On retrouve la formule que nous avons 4tablie. 
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Application. — Calculer le volume du cylindre ayant pour base la 
boucle de lemniscate 

(x^ H- = 2a‘ay (a: > 0, y > 0) 
et limiti an parabolo'ide 

xy — bz. 

Nous avons & calculer rint6grale^^0^ ^ dxdy. 

a 

Prenons des coord.onnees polaires : l equation de la lemnis- 
cate devient 

p2 = a* sin 2tu. 

On a D:;“ = (■ 

L’int^grale se transforme en 


P* ^ o) p cfp t/u). 




Pour une valeur donn^e de (•), p pent varier de o a y/sin 2u). 
Nous avons done k calculer d’abord 


1 . c 

r Sin (I) cos (i) ( 

^ Jo 


ay/iin«2(i) 


psrfp = sin 0 ) cos a> sin* 2 cjo. 

V 

11 restc a calculer 

V = / ^ sin^ a)COS^ wdw = ^ I ^sin^ a>(l — sin* w)d sin o>. 

bjo ^Jo 

On obtient 


V = 


i2<»’ 


V. — AIRE D’UNE SURFACE COURBE 


Consid^rons une surface S et sur cetle surface une ligne ferm^e C 
qui en delimite une partie. Nous allons definir ce que Ton entend 
par aire de la portion de surface limit^e p:tr G. 

Comme pour la definition de la longueur d’un arc de courbe, 

V 

il serait nalurel d’imaginer une surface poly6drale don I les 
sommets s’appuieraient sur S et de voir si Taire polyedrale a une 
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limite lorsque, tous' les sommets se rapprochant, toutes les faces, 
deviennent infiniment petites dans les deux sens. 

Mais Schwartz a donn6 le premier un example simple montrant 

que cette aire poly^drale n’a en general pas de limite et 

depend de la fa^on dont tons ses 4l6ments tendent vers zero. Consi- 
d^rons en effet un cylindre circulaire droit de hauteur H. Partageons 
la hauteur en m parties egales et menons les sections droites corres- 
pondantes. Dans chaque section inscrivons des polygones reguliers 

de n c6tes sous-tendant des arcs —, mais 
les sommets des polygones successifs etant 

IT 

decal^s de -. Joignons les sommets de 

chaque polygone aux sommets voisinsdes 
deux polygones situ^s de part et d’autre. 

Nous formerons ainsi dans chaque tranche 
2n faces form^es de triangles isoceles 
4gaux. 

5 

L'aire d un de ces triangles est 

1 . 



r. 2R sin X c/i. 
Z n 


Mais 

c/c* = R2 
L’aire totale est done 


(l-cos^)” 


4- 4R^ sin^ n 


2a* 


S ^ 2/aaR sin ^ ^ = 2R X a sin ^ y/4~ 4R*m* sin*^^. 

. . . 7U 

'Or, lorsque a et m augmentent inddfiniment, n sin tend 
vers TT. La limite sera done 

S = 2'itR y/IP 4R* lim m* sin^ ^. 

P , ai 

Cette limite n’existera que si tend vers une limite d^ter- 

minee k Elle sera alors %ale h 

S = 2icI\\/h» -i- 

Elle depend encore de k et n’est ^gale k StcRH que si ^ tend vers 
zero. 

On ne pent done pas adopter la definition indiquee. 
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Definition. — La portion de surface delimitee par C se projelte 
sur le plan des xy suivant une aire limitee par un contour c. 

Decotnposons cette aire en elements de surface infiniment petits 
dans les deux sens et cela d’une manifere quelconque, par deux 
families de courbes. Soit Tun de ces elements, et soit M* un 
point de la surface se projetant k Tinierieur de AW/^. 

Menons le plan tangent en Mjt, en supposant qu’en aucun point de 
la surface ce plan tangent ne soit perpendiculaire au plan des xy, 

Le cylindre de base Aw;^ paralleie a oz decoupe sur ce plan 
tangent une petite aire plane, Ao**, ayant done pour projection sur 
£coy, Aw/i. Si nous designons par Nk Tangle que fait la normale en Mfc 
avec oz, nous aurons 

Aw/t = Aa/, cos V/,. 

P . . . .■ 

Mais cos V* est une certaine fonction des coor- 

donnees de M*. Si nous calculions la somme 

cette somme aurait une limite bien determinde quand tous les 
elements Ao);^ tendent vers zero : elle est donnee par Tintegrale 



du) 

cos V* 


G est cette limite que nous prendrons comme definition de la por¬ 
tion de surface se projetant suivant Q. Cette limite est independante 
de la fagon dont nous avons decompose Q en elements Ar »4 et du 
point Mifcchoisia Tinterieur de chaque element. Nous verrons qu’elle 
est independante des axes de coordonnees. 

Si Tequalion de S est donnee sous la forme z = /^^c, y), on a 


cos V = 


1 


v/1 H- p' 

On peut en particulier decomposer £i en rectangles par des paral- 
lelesaux axes; dw = dxdy. On est rpmene au calcul de 


y/l -f p* -4- q^dxdy. 

On pourra pour calculer cette integrale double effectuer sur x, y 
tel changement de variables que Ton voudra. 
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Nous appellerons ^l^ment de surface, r^lement d7 qui est Ii4 h 1*61^- 
ment de surface plane par la relation dfy = (V aigu). 

Supposons que la surface soit d6termin6e par les expressions des 
coordonn^es d'un de ses points en fonction de deux paramfetres sous 
la forme 

X —/(u, v), y == (p(u. v), 2 ■= <]/(«, v), 

0 

Cherchons Texpression de cos V. Nous d6signerons par A, 
B, C les di^terminants fonctionnels 


D"’\ 

V* z 


D 


».» 

* 




La normale etant perpendiculaire k tout deplacement sur la sur¬ 
face, en particulier aux deplacements suivantlescourbes y = const., 
u = const., les param6tres directeurs de la tangente & la courbe 

V = const, etant ^ ^^ et ceux de la tangente la courbe u=const. 
du <>u aa ^ 


4 tant ™^ ^ done, en d 4 signant par a, |S, 7 les cosinus direc- 

tours de la normale, 


OL -S - “4- Y - =0. 

da ^ du * du 


dv ^ (^v * dv 


On en d^duit 


Dou 


A 13 “ G ~ v/A-^ -f- 13*-* C2 


(e = dz 1 ). 


^- = -i- 

y cos V 


= Jv^A*-* 4- -h C‘-*. 


D’autre part, une courbe quelconque de la surface correspondant 
k 0(u, v) ==() se projette sur le plan desx, ysuivant la courbe a; =/(u, a), 
y = <p(u, u), u et a etant li^s par la mfime relation 6(u, v) == 0. 

Oi, a 

D^composons Taire £i en elements de surface paries families 
de courbe u = const., v == const. L’aire du quadrilat^re compris 
entre les courbes «, u + du, i?, a + ^ partie principale, comme 

nous Tavons vu, 

I D“’" I da dv = I G I c/a dv, 

a 1*1 

Si nous prenons les elements de surface correspondents, ils 

auront done pour partie principale 


^cr == 4 - 4 - B* 4 - G^ du dv, 
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fi) 

et Ton sera ramen^ au calcul de I’int^grale double 

. J*J v/A* B"* “h da dv. 

Remarques. — La definition que nous avons du d*abord adopter 
exigeait qu’en aucun point, le plan tangent ne fflt perpendiculaire 
k xoy. Mais pour cette derniere integrate, cette condition n^est plus 
necessaire, la fonction + B* + restant fitfie. C’esi cette 
integrate double que nous prendrons done dans tons les cas comme 
definition de Taire, definition justifiee par les considerations que 
nous avons exposees. 

II. II faut remarquer que nous semblons avoir rattache la defini¬ 
tion de I’aire k sa projection sur le plan des xy, et que par consequent 
la definition sCmble dependre des axes de coordonnees choisis, 
Grace a cette derniere expression de Taire, nous allons voir qu41 
n*en est rien. 

Tout d'abord, il est evident que nous obtiendrons la meme valeur 
X 

de Taire si nous faisons une translation d'axes quelconques 

TT 

ou si nous les faisons tourner autour de oz (la projection de 

rei6ment d’aire sur xoy n’est pas modifiee). 

P 

Or la deuxieme expression que nous avons obtenue est 

d 

symetrique en x, y, s. Nous serions done arrives ik la meme 

expression si nous avions projete la portion de surface parallclement 

p 

il ox ou 4 oy. Mais alors, on n'aurait eu non plus aucun 

changement si Ton avail fait une rotation autour de ox ou autour 

de oy. 

<0 

En d’autres termes, on obtiendra le meme resultat si on 
imprime au systfeine d’axes trois rotations arbitraires autour de ox, 
oy, oz et une translation quelconque, en d'autres termes si on 
amene le systeme k une position quelconque de Tespace. 

Application. Vofiie de Viviani. — Considdrons la demi-sphkre 

^2 ^ yS — f^a _ Q (z > 0) 

et le cylindre parallhle d oz ay ant pour base le cercle y de diamktre OA . 
Calculer taire de la surface diiachie dans la sphkre par le cylindre. 
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II faut determiner la portion de surface de la sphere qui se projette 
k rinterieqr du cylindre. 

5, V ^ 

Si nous definissons un 
point de la sphere par sa lon¬ 
gitude (p (comptee k partir du 
plan des xz) et sa colalitude X, 
on aura 

ip = R sin X cos <p, 

j = R sin X sin <p, 

2 = R cos X 

On a ici V = X. 

Dans le plan des .ry, Fig. 35, 

les courbes (p = const, sont 

des droites issues de Torigine ; les courbes X = const, sont des 
cercles de rayon R sin X. 

L’element d'aire du plan des xy est done 

da> = R sin X <ico X d{l\ sin X) = R^ sin X cos X dX dcp. 

Par suite 

d<r=-^ = R2smX<Ad9. 

COS X ^ 

Nous avons done k calculer 



J j R^ sin XrfXdcp. 

Integrons d’abord par rapport a X. Pour une valeur donnee de 

0 

la distance R sin X varie de 0 & om = R cos et par 
suite X de 0 a 2 — 9 * 

On a done d’abord 


^ TP 

R* sin X cJX = R='(— cos X)^ ’ = R»(l — sin 9). 

Jo 

Or (p pent varier de 0 4 ^. L’aire cherch6e est done 

2! _ TC-- 

S = J^^R*(1 — sin (“*'P)o J “ *^*(1 ^)‘ 
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La partie restante de la sphere a done une aire 

Ce r^sullat du ^ Viviani est remarquable puisqu’il est ind^- 
pendant de 

Autie forme de Pezpression de Faire. — Lorsque la surface est 
donn^e sous la forme ' 

V = cp(«, v), v), 

nous avons vu que Taire est donnee par Tint^orrale 


S = JJ v/-f da dvy 


en posant 


A= D“ ^ 


B = D“•^ C= 1)“’". 

x,y 


En explicitant ABC, la quantity sous le radical est 

+ + + ... 

\bxhv bVbu/ 

Or, d’apr^s Tidentit^ de Lagrange, cette expression pent 

s’c^crire 


[ 


dx da: ^ ^ ^ dz ^ P 

d« dv da da du dU 


D’oii 

Et 


Nous poserons pour abr^ger 

\du/ da au' \du/ 

A* 4- B» -+- G=* = EG — F*. 




\/EG — F* da dv. 


Dans le systime de coordonn^es a, v, I’^l^ment d’airo est done 
d<r=:v/EG"—T‘due/u. 
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Remarque. — Ces expressions E, F, G qui ont une importance 
considerable dans Tetude d*une surface, s*introduisent lorsque Ton 
considere la distance ds de deux points inBniment voisins d’une 
surface, a?, y, z, et a? + da:, y dy, z -f- dz correspondant aux sys- 
temes de valeurs u, v et u + du, v -j- di\ 

7U, §1 i 

On a 

=dx^ +dy^-i-dz^ = (~du + ~duy-i - = Edu^-h2Fdudv-hGdv\ 

E, F, G sont done les coefficients de reldment lin^aire de la surface. 

On voit quey/Edu represente la differentielle d^^ de Tare 

quand on se deplace sur la courbe o = const., de m^me \/Gdv celle 
qui correspond ^ un deplacernent ds 2 sur la courbe u = const. 

Quant aux parametres des tangenles aux deux courbes, ils sont 
respectivement 

dx dy dz dx dy dz 

du du du dv dv dV 

de sorte qu en desig*nant par a Tangle de ces deux tangentes, on a 


cosa = 


, dx dx 
du dv 




F _ 

v/ fco 


Et par suite 


^y/EG — 
y/EG 


En particulier si F = 0, les courbes coordonnees sont orthogonales. 

_ P 

L*eiement d’aire da = y/EG — dado pent s’ecrire 

y/Eda X y/Gdv sin a =. ds^ds-i, sin a. 

9 

On voit que cela revient k decomposer la surface en ele¬ 

ments d'aire par les courbes u = const., v = const, et k assimiler 
un element d’aire k un paralleiogramme qui serait situe dans le plan 
tangent a la surface et construit sur les longueurs d^j, ds^ des arcs 
des courbes coordonnees, portees sur les tangenies : on retrouve 
done une definition intuitive de Taire d’une surface courbe. 


particulier. — Si la surface est donn4e sous la forme 

z =/(*. y) 

Garrus. — Cours de Galcul dif!4reniiel et integral. 


32 
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(J 

les courbes coordonn(5es 4lant x == const., y = const.. 


on a 


ds^ = dx^ -+- dy^ -+- dz* = dx* + dy* + {pdx -f- qdyf 

= (1 + p*)da;* -h 2pqdxdy + (1 + q^)dy^. 

On a done 


E = 1 4- p*. F = P'/. G = 1 + 7*. 


Et par suite 

EG — F* = 1 4- p» 4- 7*. 



-t- p® 4- 7^ dxdy. 


Si I’on emploie les coordonnees polaires dans le plan des x, y, 

h 

on aura 

X = p cos to, y = p sin to, z =/(p, to). 

Done 



De sorte que 

En particulier, ^ si la surface est de revolution autour de oz, 
on a 

p 

On pourra integrer une pre¬ 
miere fois par rapport k (a 

py/l + K —io,)dp, 

les valeurs Wg etant celles qui 
correspondent aux valeurs limites 
de « (dans le champ) pour chaque 
valeur de p correspondante, e’est- 
e-dire celles qui correspemdent aux 
points d'intersection du champ (en 
supposant qu’il n’y en ait que deux) 
avec le cercle de rayon p de centre 
origine. 

On est alors ramen^ a une inWgrale simple d une function 
de p entre r et R,. 



ti) 
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Si Ton veut determiner Taire to tale de la surface, pour chaque 
valeur de p les valeurs limitcs de/j.) different de 2n. 

Dans le cas actuel, les courbes p = const, sont les parallfeles de la 
surface, les courbes w = const, les meridiens. Ces deux families de 
courbes se coupent ^ angle droit. En decomposant la surface de 
revolution, par les paralieleset les meridiens,d’aprfes la signification 
g^ometrique gen^rale, Telement d’aire est celui du rectangle ayant 
pour c6tes Teiement de parallele jsdo) et I’eiement de mdridien 

G’est bien en effet ce que Ton retrouve ici 

d® = prfu) X y/1 + dp. 


Application. — Diterminer Faire de la portion de surface 

2az = 

qai se projette sur le plan xoy d tiniirieur de la coiirbe p = a y/cos o). 
0 

En prenant les coordonnees polaires, on a 
z z= ^ COS 2to, ^ ^ cos 2(1/, ^ 1 

On a done k calculer Tintegrale 

y/^ sin^ 2(1) -f- “2 2t*>^dp dto \J p-* -f- a* dp da>. 

Pour chaque valeur de p vane de 0 a y/cos w et co peut 
varier de — ^ ^ +2' 

En integrant par rapport a p, on a d’abord 
^”"^1 * ^w)^ ^(2v/2cos’J—!)• 

h 

En integrant ensuite par rapport k w, on trouve 
|-(2v/2 cos’“ — 1 ^ 0 , 


/nl ' “ 1 • 3“\ a’20 —3it 

= ^[4v/2^8in^-3«n j)-“J_p=3 

2 
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VI. _ CAS GfiNfiRAUX OU LES iNTlfiGRALES DOUBLES 
PEUVENT SE RAMENER A DES INTfiGRALES SIMPLES 

Si nous resumoiis les formules obtenues pour le calcul des 
volumes et des aires, nous voyons que, si la surface a pour Equations 

X = /(«, v), y — y(a, v), z = >K«, v), 

on a 

V = — r,) 1 C I dtt dv, S = <? dudv, 

les int^grales 6tant 4tendues au champ de variation des variables u,w 
correspondant au volume ou k I’aire consid4rde. 

II existe des cas ou Ton peut elFectuer une premiere integration 
et ou le probl6me se ramfene par consequent a une simple quadra¬ 
ture. Gela arrive en particulier pour deux classes tr^s generates de 
surfaces, les surfaces helicoidales et les surfaces reglces. 

Surfaces helicoidales. — Une surface heiico’idale esten- 

gendree de la fa^on suivante : une courbe plane dont le plan passe 
par un axe fixe oz tourne autour de cet axe et s 6lfeve en mSme temps 
d’une quantite proportiohnelle k Tangle de rotation. Les diverses 
positions de la courbe engendrent la surface. 

Si nous prenons pour plan des xz la position initiate de la courbe 
(suppos^e plane), elle sera d^finie dans ce plan par des Equations 
de la forme 

x=/(0, z = (/(0. 

g 

Si Ton considfere Tun des points tn de cette courbe (X, 0, Z), 

aprfes rotation d’un angle («), puisque ce point s est6lev6 d une 

quantity /cw proportionnelle k Tangle de rotation, les coordonn^es de 
ce point seront 

a; = X cos o), y = X sin o>, 2 = Z -f- /co), 

c*est-Si-dire 

X COS U), j = f{l) sin 0), y — g{i) -f- kta. 

Ce sont les expressions des coordonn^es d’un point de la surface 
en fonction de deux paramfetres o), I, 
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= X' cos = X' sin w, 

dc 

= — X sin o), = X cos to, 

^ dto ^ 


A = A*X' sin (0 — XZ' cos to, B = — XZ' sin to — AX' cos to, C = XX'. 
Et par suite 


=JJ |XX'1(2 


|(Z -f- kts})dtdoi, S 


=JJ v'/c'X'*-!^ 




On voit qu'on pent effectuer une premiere integration par 
rapport k w. On donnera a t une valeur constante et Ton obtiendra 

V =J‘* I XX'I (z»+ 

S = + X'Z'^* -+- X“X'* (a>2 — to,)rft. 

Jll 

Wj et o), 4tant les valeurs limitcs (variables avec i) correspondant k 
chaque valeur de t consid4r4e. Elies seraient constantes si Ton pre- 
nait le volume ou I’aire correspondant a un onglet compris entre 
deux plans passant par oz. 

P 

Surfaces de revolution. — En particulier si k = U, la 

surface engendree est de revolution 

rh 

V =J XX'Z(<0, — U),)dt 
S=J Z'‘X(a)j — a),)d<. 

Ellipsoide. — L’ellipse g6neratrice a pour equation dans le plan xoz 
X = a cos I, Z — c sin 1. 

0 

Pour un onglet Wg — o)i, on aura 

V = (t 02 — ^ idt — ^ a^c(to 2 — to J^sin^ 

_ __ _ 

v/a* sin^ i H- c'‘‘ cos* I cos idl, 

<1 

L4ntegrale peut etre calculee. 
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TZ 7w 

Pour le volume entier, Wg — = 2n^ /j = — 2? ^“4*2 


V 1= g ita^c. 


___ /^4-l __ 

S = 2 a 7 r j v/^**sin* t -+- c^cos^ icostdl — 2an J c*(l — u*) da. 


Surfaces r6gl6es. — La surface peut 4tre repr^sentce par les 
Equations 

X = a -h- bu, y = ai -h z = a2 -h h^u, 

a, 6 , Oj, dg, 62 , 4tant des fonctions d’une autre variable /. On 

a ici 

= b, = 61 , z^' = 62 , 

x/ = a' -+- 6'u, y/ = a'l -+• 6'iU, Ze' = a '2 + fc'jU, 

G b\(o!2 ^^ 2 ^) — ^ 2(^1 ”4~ b\u^ = ni2 AigU. 

De mfime 

X ~ m -h nu, B = mj 4 - niw, C = -f- 

m, /njL, mj* n, n^, /ig ^tant des fonctions de t 


' = [a^-hb^ 


u)(m 2 -h n2u)dl du^ S 




-i-nuy -I- ... 4 - ... dldu. 


On voit qu’on peut int<Sgrer une premiere fois par rapport 
k u Pune et Tautre de ces deux expressions. 

A propos des volumes, nous avons d^ja remarqu^ que|ron pouvait 
arriver k un r^sultat 4quivalent pour une surface du second degr 6 
quelconque qui est une surface r4gl6e a generatrices reelles ou 
imaginaires. 

Dans le cas d’un ellipsoxde, pour eviter les imaginaires, 

«! 

nous poserons 


a? = a sin 6 cos tp, y = b sin 0 sin cp, z — c cos 0 . 


On trouvera aisement 
A = 6 c sin® 0 cos 9 , B = ca sin® 0 sin <p, 


C = a 6 sin 0 cos 0 ^ 
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et par suite 


S = J*J* sin 0\/b^c’^ sin’* 6 cos^ <p -t- c-a^ sin^ 0 sin* <p H- a*6* cos* 0 


On peut inl^grer une premiere fois Tune et I’autre de ces 
integrates doubles par rapport k 0. En donnant ^ (j? une valeur d4ter- 
min^e, les limites 0^, 02 de 0 pourront etre plus ou moins compli- 
quees suivant la forme du champ considere. 



CHAPITRE XIV 


INTfeGRALES TRIPLES — INTfeGRALES MULTIPLES 


SoilMAIRB. 

IiUSgraies triples : Subdivisions quelconques. 

Calcul — Changemeni de variable — Applications : Masse. — Centro de gravity. —' 
— Moments d’inertie. 

IntSgrales multiples : Calcul 

InUgrales de surface — Conlinuitiy Integration^ Derivation : Cas d’un champ variable. 


La notion d’int^grale simple, puis d'intt^grale double que nous 
avons 6tablie en consid^rant une fonction d*une variable, puis une 

fonction de deux variables independantes, se generalise aise- 

ment au cas des fonctions de n variables ind(5pendantes. II suffit de 
r6p^ter les considerations que nous avons exposees dans ces deux 
cas. 


I. — INTfiGRALES TRIPLES 


La notion de volume est maintenant etablie par la consideration 
des int^grales doubles. Prenons alors d’abord le cas d une fonction 
/(a?, j, z),detrois variables independantes. Supposons-la bornecdans 
un domaine £2 (volume) et sur toute la surface de ce domaine. 

a,v,c7i 

On decomposera ce volume en elements de volume 
0^21 • • • Wn plus petits et que Ton supposera calculables. Nous 
supposerons chacun de ces elements infiniment petits dans leurs 
trois dimensions c*est-^i-dire pouvant etre compris dans un paralie- 
lepipede dont les trois dimensions sont infiniment petites. 

8i» 

Dans chacun d*eux la fonction admet une borne infe- 
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rieure rm et une borne sup^rieure M<, Si on consid^re les deux 
sommes 

s -- S = 


elles ont respectivement des limites I et J si Ton considdre 
des decompositions consecutives les unes aux autres, c’est-^-dire 
telles que chaque 4l^ment d une des decompositions est decompose 
k son tour en elements plus petits lorsqu’on passe a la decomposi¬ 
tion suivante. 

(La demonstration est absolument identique k celles que nous 
avons dej^i faites). 


Subdivisions guelconques . — Considerons maintenant une 

suite de decompositions absolument quclconques A', A'j, • • • Nous 

allons montrer que pour ces decompositions, les sommes in- 

ferieures d’une part et les sommes superieures d’autre part admetlent 
encore pour limites I et J. 

0, (Ji 

Prenons par exemple les sommes superieures. J etant 
la borne inforieure des sommes S pour une suite de decompositions 
consecutives, A, A^, A 2 , • • • An, il existe une certaine decomposition 

A qui donnera une somme moindre que J + 2’ 

• . 

Pour chaque element de A considerons les surfaces pa- 
ralleles aux surfaces de separation a la distance d. Nous designe- 
rons par le volume compris entre les surfaces paralleles interieures 
et les surfaces limitant Et considerons une autre decompo¬ 
sition A' dont tous les elements sont moindres que & dans leurs 
trois dimensions. La somme correspondante S' sera evidemment 

It, 8 

d’abord superieure & J. 11 sufHt eii elTet de considerer une 

autre decomposition A" formee aveo tous les elements qui ont servi 
former A et tous les elements qui ont servi i former A'. 

8 , ... 

A" pouvant etre consideree comme une decomposition con¬ 
secutive A, on a certainement 

S"> J. 


D’autre part, 
on a aussi 


A" etant aussi une decomposition consecutive k A' 
S' < S'. 
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II en r6sulte que 

S'> J. 

Nous aliens montrer maintenant que la somme S' peut ^tre rendue 
aussi voisine qu'on le veut de J. 

Oi, <Ji ^ 

En effet par mi tons les ^I6ments de A' compns dans un 
element de A ou chevauchant sur son contour, il en existe qui 
sont totalement int^rieurs a T^l^ment et que nous d^signerons 
par et d’autres qui ont au moins un point de contact avec le 
contour de A< ou qui chevauchent sur ce contour. 

Prenons d’abord la partie de la somme S' correspondant k tous 

p 

les elements L’ensemble de tous ces 6l6ments remplit 

au moins tout le volume compris dans Wi a Tinterieur des surfaces 
paralleles que nous avons consid^rdes. On a done 

Sw',/, = 0)^ — Pi, Pi < r,. 

^ 11 
Pour chacun de ces 416ments la borne sup^rieure de la 

fonction est Mt* < Mi, On a done 

Sw'iA M,a < — pO- 

Et a fortiori on aura successivement 

vw'jt, . < Mi (Of 4- I Mf I Pf < Mf(Of -H I M I pi < Mfto, 4- I M I Tf, 

en d4signant par | M | le maximum de la valeur absolue de la fonc¬ 
tion dans tout le volume. En faisant la somme de toutes les in^galit4s 
correspondant a tous les elements 

< 2MiU>< + 1 M I Sfj < J + 2 H- I M 1 2 r<. 

Si Ton considere maintenant les elements qui ont un point 
de contact avec la surface limitant (V)<, puisque tous ces 4l4ments 

p 

sont infdrieurs k c? dans leurs trois dimensions, ils seront cer- 

tainement compris dans la region 2r< form^e par les surfaces paral¬ 
leles. On aura 

I 2:M„(o^'i, I < I M I X 2rf. 

On a done pour tous ces 6l6ments 

I I < [ M I Srf. 

(L’element ne doit 6tre compt6 qu’une fois pour T^l^ment de 
surface et pour Tel^ment contigu). 
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u> 

On aura done au total 


S' < J 2 -4- 2 1 M I 2r<. 

Or onpeut choisir c? suflisamment petit pour'que 2 | M | In <C 2 * 
Et par consequent on a bien alors 

J <C <C J "+” £• 


Les sommes S* ont done bien pour limite J. 

Si I = J, la limite commune est appel^e int^grale triple de la 
fonclion /(cc, j, z) dans le volume 12 et se ddsigne par la notation 


M 


f{x, y, z)drsi ou Sn/(x, y, z)do). 


ThIiior^ime. — Toiiie fonclion continue dans un volume est 

intdgrahle dans ce volume. 

(Demonstration identique a celles que nous avons faites). 


S . 

Generalisation. — On pent encore considerer Tintegrale triple 
comme la limite de yj*, ^k designant un point 

quelconque a Tinterieur de coi?) ,quand tous les elements ou 
deviennent infiniment petits dans leurs trois dimensions. 

0 

Theoreme de la moyenne. — Si Ton a 


A = y, X y, z), 

etsi y, z) garde un signe constant, si dans le volume la fonc 
tion 9 (a?,y, z) reste comprise entre des limites m et M, on aura 


fll y, z)d(» < Iff y, *) y, < M JJj y, z)dm. 

On peut done Retire 

I = JJj • (m < F < M) 


et par suite 


= <(>{5, "n, C) Jfj y, ^)do- 
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II. — CALCUL 


Le volume se projette sur le plan des a?, y suivant une aire A que 
nous supposerons tout entiere k I’intc^rieur du rectangle a? = u, 
x^b,y — c, y — d, 

^ 1° Nous ddcomposerons le volume par des plans paralleles 

aux trois plans de coordonn^es 4 intervalles Aa’x;, , nous 

supposerons tous les intervalles inftSrieurs k une quantity h que 
nous pourrons prendre aussi petite que nous le voudrons. 

8 OL ' 

2° Nous ferons la sommation en consid6rant d abord lous 
les elements relatifs a une meme colonne, celle qui a pour 
base Axkf Ayi. 

La parallele a oz, x = Xk^ y — rencontre la surface liinitant le 
volume en deux points z\ z”, 

" 3® Cette colonne comprend des ^14ments « reguliers » paral- 

16lipipedes complets, completement int^rieurs au volume et, aux 
deux extr6mites, des 4l^ments irr^guliers, 

^ • / r 

Nous pouvons reinplacer cliacun de ces dl^ments irreguliers 
extremes par un parall^lipipede qui aurait pour hauteur- la distance 
du point Xk^ytf z' ou z" a la face du parall^lipipfede voisin. 

7C 

L’erreur commise sera en elfet en designant par | M | le 
maximum de la valeur absolue de la fonclion dans tout le champ, 
moindre que ^MhAxkAyi et pour tous les elements AxkAyi I erreur 
commise sera moindre que 

2M/i S Ax^Ayi < 2M/i(fr — a) [d — c). 

Cette erreur pourra done bien Stre aussi petite qu on le voudra. 

4® Nous prendrons dans chaque ^l^ment Axk Ayi Azf le 
point Xk,yi, encore arbitraire compris entre Zf et zi+i). 

Tous les 6l4inents de cette colonne donneront done une somme 


8i. ixi 


yu ^yi y'‘ 

5® Nous choisirons les points de mani6re que la somme 
f{xk,yitz)dz. 

^f(^hyt,^j)Azj— I J{Xh,yi,z)dz 
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(application du ih^or^me de la moyenne aux intervalles (z', z^, 

Zj, . . . . . . Z"). 

6® L’integrale ci-dessus est 4videmment une fonction continue 
(le xtyi 

r" 

= I, fi^k,yi,z)dz. 

II restera done k faire la sorame de tous les r^sullats semblables 
c’est-il-dire 

Zkxu^yi<f{xt,yi) 

correspondant a tous les elements compris dans la projection A. 

P, 0 

7° Cette somme, quand tous les et Ayi tendent vers z6ro, 
tend vers TinWgrale double 


a 


ff{x,y)dxdy. 


En resume le r4sultat s’obtient de la fa<j‘on suivante. 

Donner a y an syslhme de valeurs correspondant h un point de A : 
z' et z” disignant les points d*intersection de la surface avec la parallhle 
a oz menie par ce point {en supposant (ju^il ny ait que deux points) 
calculer Vintigrale 



{x et y iraitis comme paramUres). 

Le risallat est une fonction (f{jc, y) dont ilsufjii de prendre I intigrale 
double dans le champ A. 

(j 

En d’autres termes, le r^sultat est obtenu par une intigrale 

double succ6dant k une integrate simple. 

Mais cette integrate double se calcule elle-mfime par deux inte¬ 
grations successives, Tune par rapport a y, Tautre par rapport a x* 

On peut done dire aussi que Ton fait trois integrations simples 
successives, par rapport k chacune des variables. 

Considerer x ety constants, et integrer par rapport k z 



Ce resultat 6tant une fonction f{x, y), le point x,y se deplagant 
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dans le champ A, laisser x constant, faire varier y entre les 
limites rf, y]" de x. On obtient 

<f{x, y)dx. 

Endn ce nouveau rdsultat dependant de x, calculer 




Ces calculs se traduisent par la formule 




f{x,y, z)dz. 


Nota. — Pour la r4gularit(5 nous employons la notation suivante: 

• • • d6signent des limites variables avec deux 
ou plusieurs des aulres variables ind^pendantes. 

• • • designent des limites variables avec une 
seule autre variable ind6pendante. 

a, 6, c, d, e, • • • designent des limites fixes. 

Remarque. — II est bien evident que Ton peut permuter le r61e 
des variables x, y, r, et par suite Tordre des integrations ^ la condi¬ 
tion de calculer chaque fois les limites correspondantes des integrales. 

11 y a done six manieres differentes d'opdrer. 

O’ 

Par exeniple on pourra 4crire 


rf r^" n" 
^ ~ J ^ Ji' Jy 


y' et j" dt^signant les limites extremes de y pour le syst^me de va- 
leurs a, z correspondant k un point de la projection Af de V sur le 
plan ajoj, et les abscisses des points d’intersection du contour 
de A» avec la parall^le Si ox de cote z, enfin e et ./ les cotes des 
plans tangents perpendiculaires ^i oz (ou des tangentes a A» paral- 
leles tl ox). 

On peut alors ^crire 


1 = 


i>[XH 


/(», yy 2 



Si nous consid4rons la section de la surface par le plan de cote z 
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(r,Ri 

cette section est une aire a et la parenth^se repr^sente 

I’int^grale double 

f{x, y, z)dxdy. 



Cette integrate double est 4videmment une function continue de z 
entre les limites extremes de z. 

Le resultat se presente ainsi sous la forme d’une integrale double 
suivie d’une int^rale simple. En particulier on voit que Ton sera 

amen^ au calcul d’une intdgrale simple toutes les iois que 


Ton pourra calculer I’int^grale double jj J{x, y, z)dxdy. 


D4riv^es d’une integrale. — Gonsid4rons en particulier le cas ou 
I’int^grale triple est prise dans un champ parall^l4pip6dique a, x ; 
b, y‘,c, z,k limites inf4rieures fixes et limites supdrieures variables. 
L’int4grale sera alors une fonction de ces limites sup4rieures 

rx n 

F(a;, y, z) = dx dyj^ f{x, y, z)dz. 

5l. 5 

Ge sera une fonction continue dans le champ aa', bb', cc', 
qui admettra les d4riv4es partielles suivantes : 

Elle admettra des d4riv4es partielles du second ordre rectangles. 
Par example 

a'F Hf, 

Enfin elle admettra certainement la d4riv4e partielle troisifeme 

f, , 
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III. — CHANGEMENT DE VARIABLES — INTfiGRALES TRIPLES 


Nous avons k calculer par exemple 

I dxj dyj /(x, y, z)dz. 


Faisons le changwient de variables 

X = <p(u, w)f y = t^(u, v, i^), z = v, ti;) 

^.tablissant une’correspondance supposes biunivoque entre le point 
Ai(a, a, lo) sedepla^ant k rint^rieur d’un volume V, et sur la surface 
limitant ce volume, et le point A(x, y, z) qui se deplace, alors k 
I’intdrieur du volume V et sur la surface correspondante. 

Nous avons vu (determinants fonctionnels) que ces for- 
mules de transformation peuvent alors se mettre sous la forme 

X =2 w), y = u, w), z = 0,(u, v, w), 

Et on sait que 

5^1 c^Oj 


/(x, y, z)dz. 

Si nous faisons le remplacement de z par w deiini par 


Z z=z Oi(x, y, w) 


il faudra considerer le champ de variation 12' de x^y^w. Pourdesva- 
leurs de a?,y il faudra remplacer z\ z” par les valeurs correspondantes 
Wiy W 2 de w et calculer 


w't 


a. QTi 


L’on peut remplacer par ^ i la condition de suppo' 


dw 


aw 


»er que w' ddsigne la plus petite des deux limites de to : w' ■< w" et 
Retire 
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En faisant ensuite lesdeux autres quadratures pa rapport cr, y, 
on voit qu’on est conduit 4 Tint^grale triple 


/// 


y, 9i) 


hW 


dw dx djy 


cette integrate ^tant etendue au champ ii' de variation de a?, y, w, 
^1 

L*on peut y commencer Tintegration par rapport 4 y et cal- 
culer d’abord 


i: 


d6. 




y et y'' d4signant les limites extremes de y pour un syst4me de va- 
leurs X, w. Si dans cette I’inl^grale simple on fait le changement 


y = V, w;) 


C3ll,(Jl 


(u rempla^ant y), il faudra consid^rer le champ de varia¬ 

tion £2'' du point x, v, correspondant 4 £2\ et par suite 4 £2, rem- 
placer y en function de a?, u, iv et multiplier la function 4 int6grer par 

1 a la condition de prendre comme limite inf^rieure de rint6- 
grale la plus petite des valeurs de ik 


£ 


' /(*, 0.) 1 ^ 


X 




dV 


dv. 


Enlin 


en repassant encore par I’int^grale triple 




X 


dljl 

dV 


■ns. 


dv 

f{x, y, z) 




dxdudw, 

hw 


signifiant que y et z sont remplac^s en function de x, v^w), 
et commen<jant cette fois par Tint^gration par rapport 4 x, on voit 


d0, 

du; 


X 


que si Ton fait dans I’int^grale j f 

changement 

X = «(a, V, w) 

il faudra multiplier la fonction 4 inWgrer par 
Gareus. — Coon de Galcul dift^rentiel et integral. 


dV 


dx le 


nouveau 


d<p j 

dU 
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w ^ a 

En revenant enfin k Tint^grale triple on obtient 

done I’iht^grale 

‘ IS h 151X ^ 

c’est-^l-di^e 

I I dixdvdxu 

4tendue au champ de variation du point «, y, w;. 

Telle est la fonnule du changement de variables. 

Remarque. — L’expression | | du dv dw a quoi se r 6 duit r 6 l 6 - 

(J 

ment de Tinldgrale si /(/r, y, z) = 1 , represente F^lement de 

volume dans le systeme de variables u, y, c’est-Ji-dire la partie 
principale du volume infiniment petit compris entre les surfaces u 
et ii + du, les surfaces y, y + dy, ty et ly + diy. 

2' M^thode. — On pourrait ^galement adapter k trois 

variables la m 6 thode do transformation que nousavons 6 tablie pour 
le cas de deux variables. 

Nous savons en euet que si Ton considore le parallelipi- 
pede conslruit sur trois aretesmyji, mmg, mm^imi^m^^m^sed^duisani 
du point m en ne faisant varier successivenient que a, y, ou w 
de du, dy, dw) et le paralldlipipede construit sur les trois aretes 

correspondantes MM^, MM 2 , MM 3 , le rapport de ces deux 

volumes tend vers D** ^* 1 ! (en grandeur et en signe) quelle que soit la 
fa<?on dont le premier parall 6 lipipede tende vers z 6 ro. I 

Si nous partageons le volume Vj dans lequel se deplace le 
point u, u, w en parallelipipedes paralleles aux axes u, v, w, le 
volume Ay correspondant, dans le systfeme d’axes owyz^ k ce volume 

du X dv X dio, aura pour partie principale | du dv dw, k la 

condition de supposer du, dy, dw positifs. 

ot 

Si done nous decomposons Vj en ^l^menls de volume par 

CT 

les surfaces a = const., v = const., tv = const., nous aurons 

k calculer la somme 

y, I 

C’est le r^sultat ci*dessus. 
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Remarque. — Nous avons jusqu’ici suppose qu’une parallMe k 
Tun des axes ne rencontrait la surface qui limite le domaine qu*en 

OL 

deux points. S*il n'en ^tait pas ainsi, on le d^composerait en 

domaines partiels pour chacun desquels cette condition serait ri^ali- 
s^e. 

IV. — APPLICATIONS 

La notion d’int^grale triple trouve son application dans un grand 
nombre de notions physiques ou nnScaniques. 

Masse d’un corps. — Gonsiddrons un corps V. D^composons-le 
en elements de volume plus petits. Soit Av un de ces elements, et 
soit Am la masse de cet element de volume (la masse d’un corps 

est une notion premiere). Le rapport s’appelle la density moyenne 

de I’l^lement Av. Si nous supposons que rel(5ment Ay devienne 
infiniment petit dans ses trois dimensions en entourant un point M, 

^ Am 

le rapport ou Am tend 4galement vers z4ro, tendra vers 

une limite que Ton appellera la density du corps au point M. Cette 
valeur limite c? dependra en general du point M considdrcJ, Ce .sera 
done une fonclion & = J(x, y, z) des coordonnees de ce point. Nous 
la supposerons continue dans Tint^rieur de V. 

Supposons que Ton connais.se cette fonction. Nous allons 

voir que Ton peut en deduire la masse totale du corps. 

S, a 

Si en effet nous d^compo.sons celui-ci en elements plus 
petits, et si Am est la masse de Tun de ces elements Av, lorsque A?’ 
tendra vers z^ro (dans ses trois dimen.sions) en entourant un 

point M(a:, y, z), puisque le rapport a pour limite c? = /{x, y, z), 
d 

on en d^duit que, pour une valeur .sullisamment petite de Ar, 

on a 

Am . 

t 4taiit infiniment petit avec Av. On peut supposer tous les 6ld- 
ments Aa suffisamment petits pour que, quel que soit I’^lement, 
on ait I 5 I <C Sq ^tant aussi petit qu’on le voudra, 
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La masse Am de T^l^meni eat done 

Am — /’(flc, 2)Av -h eAu. 

Et la masse totale du corps sera 

SAm = 2/(af, j', 2 )Av -f- SeAu. 
a 

Si nous faisons decroitre tous les 6l6ments Au vers z6ro, la 
premiere somme aura par detinition pour limite Tint^grale triple 


Iff, 




Quant h la deuxi^me somme, puisque tous les s sont moindres 
que £oen valeur absolue, elle est^galement moindre en valeur absolue 
que EqIAu = SjV. 

Elle peut done fitre rendue aussi petite qu’on le veut. 

(U 

La masse du corps (quantite fixe), pouvant ^tre aussi voisine 


qu*on le veut de Tini^grale triple jJ'J *^st rigoureuse- 


ment ^gale a cette integrale triple. 

Dans le cas ou la density est constante, le corps est dit homogfene : 
le calcul de la masse se reduit au calcul du ^^olume. 


Centre de gravity. — Soit un corps. D^composons-le en 416- 
ments Av de masse Am. Prenons un point M k Tinterieurde r6l6ment. 
Le produit de la masse de r4l4ment Am par la distance du point M 
au plan des xy s’appelle le moment» de r414ment par rapport au 
plan des xy. 

Ce moment est variable avec le point M choisi, mais nous devons 
ult4rieurement considerer des 4l4ments infiniment petits dans leurs 
trois dimensions.. 

Si p d4signe la density au point M, la masse de r6l4ment est 
[p(aj, y, z) + eJAu et le moment z{p + e)Av. 

La somme des moments de tous ces 4l4ments lz{p + s)Av, lorsque 
tous les 4l4mcnts Au deviennent infiniment petits, s'appelle le 
moment total du corps par rapport au plan des xy. 

Lo 

Or la somme Izs, Au peut 6tre rendue aussi petite qu’on le 
veut puisqu’elle est inf4rieure k b^ZIAv =* g^ZV, Z designant la cote 
maxima des points du volume. 
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La premiere partie lzp[x, y, a pour limite Tintegrale 

triple 



On d^finirait de m^me les momenls du corps par rapport aux 
deux autres plans de coordonn^es. 

Cela etant, on appelle i< centre de gravity » du corps, un point G 
tel que, si toute la masse du corps y ^tait concentric, ses moments 
par rapport aux trois plans de coordonnies seraient respectivement 
igaux aux moments du corps par rapport k chaque plan corres¬ 
pondent. 

r,8i 

II en risulte que, si M disigne la masse totale du corps et 
si X, Y, Z sont les coordonnies du centre de graviti, on aura 


MX== 



X, y, z)x dv, 



avec 




Les coordonnees du centre de gravite se calculent done aumoyen 
de quatre intigrales triples. 


Propriitis, — 1. Dicomposons le corps d'une manifere quelconque 
en iliments V^, Vg, Vj, • • • en nombre fini ou infini et dans ce cas, 
infiniment pclits dans une, deux, ou trois dimensions. Soient 
/Ml, /Wgi 'Wj, • • • les masses de oes eliments, 

Disignons d’autre part par Si, yji, Cu S#, yjs* ? 2 » ‘ * les coordon¬ 
nees du centre de graviti de chaque ilement. On aura 



En ajoutant membre k membre toutes les igalitis on ob< 
tiendra au second membre 




Et par suite 


MX = mj$j -4- m,E, -+ 


f • # 
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Ainsi done, on pent decomposer le corps en parties finies 

ou infiniment petites ; la condition de multiplier chaque element 
de masse par la coordonnee correspondante et faisant la somme, on 
obtiendra le moment correspondant du corps. 

Cette formule esl ainsi la generalisation de la formule qui sert de 
definition. 

Si Ton a pu decomposer le corps en elements dm infiniment 
petits dans deux dimensions seulement, mais dont on puisse con- 
nattre le centre de gravite, on sera ramene i une integrale double. 

Si Ton a pu le decomposer en elements infiniment petits dans une 
seule dimension, connaissant le centre de gravite de chacun de ces 
elements, on n’aura plus a calculer qu’une integrale simple. 

Cette remarque est d une application conslante. 

II. Dans le cas ou le corps est homog6ne, la densitc est constante 
on a 



X dv. 


(1) VX= v,5i -f- ViTii -I- ^ VZ V + • • • 

Supposons en particulier tous les centres de gravite partiels dans 
un meme plan, 

aX -H 6Y -H cZ 4- d 0. 

On pourra poser 

a^i -f“ 'h c^i "f” d = 0„ 
ci$‘2 -f- €^2 d = (), 

a, V 

Multiplions les equations (I) respectivemeut par a, b, c et 
ajoutons-les. On aura 

V(aX -h b\ 4’ cZ) = V,(a5i ^ -H V2(a?2 4- 6*^2 4- 07 ^ 2 ) 4- • • • 

_ v,d - V^d ... = — Vd. 

D*ou 

a\ -h b\ rZ -h d ~ 0. 

(«> 

I.e centre de gravite total sera done egalement dans le 
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plan. On en d^duit que si Ions les centres de {jravite partiels sent 
sur une droite, le centre de gravite total sera sur cette meme droite. 


Application. — Considerons en axes rectangalaires ou obliques le 
paraholoide ellipliqiie 



et la portion de ce paraholoide comprise entre les plans 2 = 0, c == h. 
Cherchons son centre de graxnl^ 

T\ 

o,a 

Decomposons-le en tranches par des plans parall6les au 

(j 

plan des xy, Les sections etant des ellipses ayant leur centre 

sur 02 :, le centre de gravite dechaque tranche setrouvera sur or, entre 

to 

les deux sections corres[)ondantes. Le centre de gravite total 

se trouvera done aussi sur oz en un point G de cote Z, tel que 

( 1 ) VZ cos 0 ~^ z cos 0 d\) = 1 . 

En designant par (5 Tangle de oz avec la perpendiculaire au plan 
des a?y, et par cp Tangle des axes ox, oy, Taire de Tellipse de section 
est 2712 sin < 5 ? etle volume de la tranche sera 2712 sin 19 X dz cos 0. 

o 

On a done 

rh _ 

V = %^sjpq sin (p cos 0 I zdz ~ nh^s/pij sin p cos 0 . 

%y 0 

On aura de m^me 



sin cp cos 0X2 cos 0 dz = 2Tz\/pq sin cp cos '* 0 



= 2tz \/pq sin cp cos ^ 0 • 




D’oil en substituant dans (1) et r^duisant 


h^Z = 


2h^ 
3 ’ 



Moments d’inertie. — Etant donne un corps decompose en ele¬ 
ments Au de masse Am, le moment d’inertie de cet element par rap¬ 
port k un axe est le produit de la masse Am par le carre de la distance 
d’un point interieur, k Taxe. Le moment d’inertie total du corps 
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esl la somme des moments d'inertie partiels quand tousles elements- 

Av devienent infiniment petils dans leurs trois dimensions. 

0 

Si par exemple la droite est prise comme axe des z, le carr6 

de la distance d’un point x, y, z h. cet axe est d* = + y^, Le mo¬ 

ment d’inertie sera donne par rintejj^rale triple 



p d4signant la densite au point x, y, z. Si Ton met le resultat sous la 
forme M/c*, k s’appelle le rayon de giration du corps. 

On aurait de mfime les moments d’inertie par rapport a ox on oy, 
Comme pour le centre de gravittS et le moment d’un corps, la 
consideration du moment d’inertie joue un grand rdle en m^canique 
et en physique. Nous allons calculer les moments d’inertie de cer¬ 
tains corps simples. 


Barreau parall6I6pipMique homogftne. — Si le barreau a la forme 
d’un parallel^pip^de droit homogene d’aretes, 2a, 26, 2c, en le rap- 
portant a des axes passant par son centre et paralleles aux aretes, le 
moment d’inertie par rapport k oz a pour expression 

(x^ y^)dv. 
a 

En ddcomposant le corps en elements de volume par des 
plans parall^jles aux plans de coordonnees, I’intdgrale se ram6ne k 

1=1 dxj dyj (x^ -h y^)dz^ 

p . 

les limites dans chaque integrate 4tant ind^pendantes des 

coordonnees restantes. En calculant I, on a successivement 
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BftCtefttt cyKndricLue. — Si le barreau homogfene est cylindrique, 
d’axe ox, de rayon R. de longueur 2<i, on aura 

Is = Ijy 

Nous prendrons ici des coordonn^es polaires dans le plan yo^ 


y — /• cos 0, z = r sin 0, x = x. 


On a 


D’oii 


r. 


-rz: I j'J (x^ -h co»‘^ {))rdrd^dx. 
Cette integrate se ramene aux quadratures 

c“ -f- cos^ 0)dx. 


do I dr I r[x' 

0 Jq J —<* 


En elFectuant on obtient aisenient 

'*2tc /^r 


l.= I X -t- « cos® '^) = 2itaR® ^^2 

T)e m^me 

jj'j (y® z®)rfp= IJ'j r® X rdrdOdx 
/-•2t: rR /^+« 

= I do I dr I Hdx — 

Jo Jo J—® 

Sphere homogftne, — Les moments d’inertie par rapport a tous les 

d 

diametres sont evidemment egaux. Si 1 on prend le centre de 

la sphere comme origine on a 


i.=i.=u- 


Or 


I, + 4 + \, =jy f 2(a:* -hy^-h 

Le moment d’inertie par rapport & un diamfetre est done 

I = ^jjy + r* + 
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Si, a 

En prenant des coordonnees polaires dans I’espace 
X = r Sin 0 cos cp, y = r sin 0 sin o, z = r cos 0 . 

On a 

dv = 1 ^ 1 dr do dy — r- sin 0 dr cfO rfis. 

D’oii 



Moment dMnertie d’un anneau homogtoe par rapport d son axe. 

— Gel anneau en forme de 
lore est enjrendr^ par la rota¬ 
tion, autourde oz priscomme 
axe, d’un cerclc initialement 
dans le plan xoz. 

Nous prendrons I’axe ox 
passant par le centre C du 
cerele. Un point quelconque 
du tore provient de la rotation 
d’un point initialement a Tin- 
terieur du cercle C. Si X, Z 
sont les coordonnees de ce 
point, apres rotation de Tangle 9 , le point aura pour coordonnees 

X — \ cos 9 , y = X sin cp, = Z. 

« 

Or en posant oc = a et delinissant le point m interieur par 
la distance cm = r, et Tangle xcrn = 0, on aura 

X = a H- r cos 0 , Z — r sin 0 . 

D’ou 

X = (a -i- r cos 0 ) cos 9, j = (a -f- r sin 0 ) sin 9 , z — r sin 0. 
o 

On obtiendra lous les points de Tanneau en faisant varier r 
de 0 a R, 0 de 0 a 2;:, de (t a 27Z et les limites de chacune de ces 
diverses variables sont independantes des deux autres. 



D’aulre part 



INTEGRALES TRIPLES, INTEGRALES MULTIPLES 


523 


Done 




-t- r cos 0)** dr rfO t/cp. 




Le calcul s’ach^ve sans difficult. On trouve 




V. -- INTEGRALES MULTIPLES (n VARIABLES) 


Dans le cas ou Ton a n variables ind^pendantes x, y, la 

notion d’intof^rale multiple d’ordre n d’une ronction /\£c, z, t • • •) 
etendue a un champ V est la generalisation de la definition de I'inte- 
grale simple, double, triple, bien que Ton ne puisse en obtenir une 
representation geometrique. 

Nous continuerons a appeler point tout systeme de valeurs 

donnees a x, y, z, /. Nous definirons un champ de variation de ce 
point par une ou plusieurs egalites ou inegalites de la forme 

Nous supposerons que les valeurs des variables qui satistont de 
telles inegalites restent toutes inferieures en valeur absolue a un 
nombre fixe, et que, pour tous les points du champ, une fonction 
f{x, y, z, t) reste en valeur absolue moindre qu’une quantite fixe M, 

Nous continuerons k dire que le point se meut dans un plan 

quand les coordonnees satisfont a une Equation lin^aire 

ax -f- by cz dl -h I — 0; 

que le point se meut dans une sphere k n dimensions quand on aura 

y- ax by -h cz -\r dt h ^ 0. 

5 . . . j 

D^composons le champ en 6l^ments infiniment petits dans 

tous les sens par des plans parall^les aux divers plans de coordon- 

n6esa? = const., y = const., •• - Nousappellerons4l^ment de volume 

parall^lepip^dique, I’ensemble des points dont les coordonnees sont 

comprises entre les coordonnees des deux plans successifs corres- 

poiidants. 
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Nous dirons que le volume d’un de ces parall^lepipfedes est 

(»*+• — ®/.) (y.+i — r.) • • • 

Pour chacuii de ces 61^ments, la fonclion /(x, j, 2 , t) admet 
un minimum rm et un maximum M<. Les sommes 

y^iHi Aut et X,Mi /iv, 

auront respeciivement des limilcs superieures el infdrieures qui seront 
atteinles quand loos les il6ment$ de volume seronl injinimeni petils dans 
toutes tears dimensions, quelle que soil la manihre donl Us tendenl vers 
ziro. 

Si ces limites sent les mfimes nous dirons que la fonction est 
inWgrable dans le champ et nous representerons cette limite par 

f{x, y, Zy t)dx dy dz dt t= S/‘(x, y, z, i)dx dy dz dt. 



Calcul de Pint^grale. — En donnant k toutes les variables 

sauf X, des couples de valeurs yi^^ — nous 

dirons que nous obtenons un prisme parall^le k ox. 

Nous calculerons la somme en introduisant les diverses 
simplifications faites pour les int4grales consid6r6es jusqu*ici. Nous 
verrons que la somme des dl^ments de I’int^grale relatifs k ce 
prisme parall^le ^ ox a pour valeur 




x' et x" repr^sentant les valeurs limites (suppos6es reduites k deux) 
de X pour le systeme de valeurs y,, Zj • - • 

81 _ 

Cette integrate j f{x, y<, Zj, t^)dx est une fonction <p(yi, Zj, /*) 

Jx 

que nous supposerons fonction continue de y, z, t. Nous aurons alors 
k elTecluer 

S(y<+, — yd (zy+i -Zj)”- ?(yi, k). 


C’est une intdgrale multiple d’ordre n — 1. 

De proche en proche et par integrations successives, on sera 
done ramene k une integrate triple, puis double, puis simple. 

to 

Ainsi le resultat $e presente sous la forme soit d’une integrate 
simple suivie d’une integrate d’ordre n — I, soit de n integrates 
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simples successives, d’une fa 9 on g^n^rale. sous la forme d’une 
int^grale d’ordre rn^, suivie d’une integrale d’ordre m,, puis d’une 
intdgraie d ordre mj • • •, nii, m^, m, satisfaisant seulement h la 
condition /rii + mg ms + *••=”• 


Changement de variables. — Faisons le changement de variables 
(par example 4 variables) 

X = X(X, Y, Z, T), 
y = y.(X, Y, Z, T). 
e = v(X, Y, Z, T), 
t = ir(X, Y,Z,T), 

la correspondence entre x, y, z, t, X. Y, Z, T etant biuniyoque. 

^2* 

Nous savons que ces formules de transformation peuvenl 
se mettre sous la forme 


et que 




x= /(X,Y,Z,T) = X(X, Y, Z,T), 
y = m{x, Y, Z, T), 
z *= n(x, y, Z, T), 

I = p{x, y, Zy T), 

..X.V.Z.T _ V V V 

— dX^aY^dZ^dT 


En faisant la premiere integration par rapport a t et fai- 
sant le changement 

I = p(x. y, Zy T) 

T rempla^ant /, on verra qu’il faut reinplacer dans la fonction a 


a/) 

aT 


et in- 


int%rer I par p{x, y, z, I'), multiplier cette fonction par 

t4grer entre T' et T"(T' < T"), T' et T" etant les valours limites de T 
dans le champ, pour les valeurs x, y, z. 

En revenant k I’int^grale multiple, faisons cette fois I’int^gration 
par rapport ii z puis le nouveau changement de variables 

Z = n{x,y, Zy '!’) 

On aura encore k multiplier la fonction a inWgrer par ^ 

• CO 

De proche en proche on sera done ramen4 k I’int^grale 

s/ft 9 I I X I 57 I H SZ h I I 

: est a-dire 


S/(X.fx,v..) dXdYdXdT, 
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VI. — INTfiGRALES DE SURFACE 


De mSrne que nous avons g6neralis4 la notion d'int4grale simple 

en consid^rant une int^grale curviligne, de m^,me nous 

pouvons chercher a g^neraliser la notion d’integrale double en con- 
sid^rant une int^grale de surface. 

A cet eiFet, donnons-nous une portion de surface limilee par une 

courbe C ou menic plusieurs 
courbes distinctes. Supposons 
que Ton puisse distinguer, sur 
cette surface, deux faces, de 
telle maniere que Pon ne puisse 
passer de Tune des faces a I’autre 
sans traverser Tun des contours 
liinites. (11 serait aise de former 
une surface qui ne satisfasse pas a cette condition en prenant une 
feuille de papier ayant la forme d*un rectangle abed et contournant 
ce rectangle de mani&re a superposer be k da). 

Prenoiis 1 une de ces faces. Si nous supposons que la surface a 
une petite epaisseur (comme une peau d'orange) nous pourrions sur 
la normale en cliaque point de la face considerec, distinguer deux 
sens : pour Tun des sens nous traverserons Tepaisseur (normale 
vers I’interieur), et pour Taulre nous ne la traverserons pas. 

Nous appellerons normale ext^rieure cette deuxieine demi- 
normale. Nous pourrons la suivre par continuite lorsque nous nous 
d^placerons sur la surface. 

Supposons main tenant que ioute parallcle a oz ne rencontre la 
surface qu en un seul point. II est clair que pour Tune des faces, 

la normale extdrieure fera toujours un angle aigu y avec oz 

et pour Tautre lace un angle constambient obtus. Nous choisirons 
la premiere des faces et prendrons une portion de surface Q. qui se 
projette sur le plan des j:y suivant une aire il*. 

r 

Pour tout point de la .surface, la cote sera une function bien 

determin^e des deux autres coordonnees, z = (p(x, y), 

Donnons-nous d'autre part une fonclion R(x, y, z) continue 
dans un domaine a trois dimensions conlenant en particulier Q. 
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Pour tout point de cette surface, elle prend une valeur 
R(aj, j, (p(x, j)), que je d^signerai sous la notation R(x, j, 2 ), qui 
sera fonction de x et y seulement. 

II est naturel de consid^rer Tint^grale 



C'est cette integrate double que nous appellerons. integrale de 
surface de la fonction R(a;, y, z) prise sur la portion ii de surface se 
projetant suivant et sur la face pour laquclle la domi-normale 
fait un angle aigu avec oz. 

Introduisons Telement d*aire (Ig de la surface. Puisque dxdy est, 
jusqu'ici, positif, ainsi que da et que y est aigu, on a 

cos dxdy. 


L’integrale pout s’ecrire 


0 U(.r, r, z) cos ^d<j, 
ih 

Mais si Ton y suppose x, y, z et par suite y et <7 exprimi^s en fonc- 

d 

lion de deux parametres a, v, on [)ouiTa rdcrirc 


JJii 


U(a*, y, z) cos y da 


le champ Q' de variation de ii, v correspondant k Taire 11 . Ge 
devient une integrate double portant sur une lonction de u, v. 

Or, R(x*,y, z) cos y est une fonction /{x^ y, :)• 

P . * 

On arrive done aussi ii la forme 



qui pourrait etre prise comme definition de I'inl^grale de surface. 

Sous la deuxieme forme que nous avons oblenue, I’inldgrale peut 
dire plus gdnerale que celle que nous avons considdrde tout d’abord 
cur rien ne nous oblige a supposer que cos 7 est posilif. Si 7 est 
oblus, nous pouvons ndanmoins calculer I’integrale qui sera dile prise 
sur la face pour laquelle 7 ®st obtus. Cette generalisation revienl 
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en somme, a supposer que dans I’int^grale double 
I't^l^ment dxdy = da cos y peul etre negatif. 


fl H{x,y,z)dxdy 


Expresssion de Pint^grale double. — Considerons done une face 
d(5terminee; la demi-normale correspondante fait avec les axes des 
angles a, 7 tels que 


cos OL _cos ^_cos Y_ 


V, z z^x 




(E = ±l)- 


Nous choisirons la face en nous donnant e. 


D’autre part 

= H- v/- 1 - -i- Cj^ dndv, dv'^0) 

dx dy — cos yd<j = £ D^’ du dv. 

L’int^grale devienl done 




n, V variant dans le champ qui correspond a 12 , Rl^r, y, ^1 ddsignant 
le r^sultat de la substitution de a?, y, c en fonclion de m, v dans 
R(aj,y, c). 

Telle est la formula qui ramene le calcul de I’integrale de surface 
au calcul d’une int^grale double ordinaire. 

Nous pouvons de rn^me, ^tant donnees deux autres fonctions 

^)» Q(^> 2 ) delinir les int^grales 


^2 



Ji 2)^7 dz^ 


ct 



x^y,z)d:dx. 


Elies se calculent par les int^rales doubles ordinaires 




P(.r, y, :)dy d: ~ 



Xy y, z)dz dx — 


^ f( Q(*, y, z)D“’^ dudv. 
JJa' 


Si ces deux integrates sont prises sur la meme face, e sera ie 
meme. 
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En les reunissant, nous avons I’int^grale de surface g^ndrale 
prise sur la face qui correspond a e 



dz -4- Qdzdx -I- Rt/xdy. 


Elle est calculee par I’integrale double 




lorsque Ton remplace dans les fonctions P, Q, R, a:, y, z par leurs 
expressions en fonctiom de u, v. On pent aussi la designer sous la 
notation 



cos a -4- Q cos p -4- R cos 7 )(icr. 


lille est prise sur la face pour laquelle la deini-normale fait avec 
les axes les angles a, */. 


VII. •— COlNTlNUITfi — INTEGRATION 

derivation des intEgkales multiples 


Considerons par exemple une int(f»grale double^^^/(ic, y, u)(txdy 


dans laquelle J, dependant d’un parametre a, est continue par 
rapport a: et y, et adrnet une derivde par rapport ^ a continue 

p 

dans le cAainp 12. Cette inti^grale sera une fonction de «. 

V 

Voyons si elle est continue et si elle admet une d(5riv6e. 

8 


Supposons d’abord le champ independant de a. 


On aura 


M = l(Gf -4- Act) — 1(a) = 



x,y, <x 4~ Aot) —f{x,y, a)](fu). 


Or / etant continue, et le champ born6, / est uniformement 
continue : on pent supposer A« suflisamment petit pour que, pour 
tout systcine de valeurs de x, y, on ait | A/ | < e. 

to 

L’integrale double AI sera alors nioindre que eQ : la fonction 
est done continue. 


Garrus. — Gours de Calcul difl6rentiel et integral. 


34 
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D’ailleurs 

f(x, Y, a -+- Aa) ~f{x, y, a) = Aa/^(x, y, a + 0Aa). 
Si la d4rivee est elle*in4me continue, on peut 4crire 


/a(®.y, “ -t- OM “) -t- 

[ s' I 4tant moindre qu’une quantity donn4e pour | Aa [ < A^o, 
quel que soil le point x, y, 
d 

On en d(^duit 



La secondc int^grale peut etre rendue aussi petite qu’on le veut, 

CO 

pour Aa sudlsamment petit : I admet done une d^rivee 

C’est la meme formule que pour les int^grales simples. 

Derivation : Champ variable, — Si le champ est lui-meme 

dependant de a, ddsignons par Q' ce que devient le champ quand a 
varie de Aa. 

Nous supposerons que ce champ varie d’une fagon continue avec a, 
e'est-^-dire que la somme des aires exterieures t\ Tun des domaines 
et interieures I’autre peut etre rendue aussi petite qu’on le veut 

avec Aa. On a dans ce cas 


Ce que Ton peut 4crire 


= I ( [/(*, y, a -H Aa)]<la> -H I I ± f(x, y, a Aot)da>, 

,/t/n •/tyAw 

cette derniere integrale pouvant comporter d’ailleurs une partie 
correspondant k un accroissement du champ et une partie corres- 
pondant k un decroissement du champ. 
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Nous avons vu que la premifere partie tend vers zero avec Aa. La 
deuxieme inWgrale est moindre que MAro, M d^signant une limite 

sup^rieure de | f{x^y) | : 1(a) est done bien encore une fonc- 

tion continue de a. 

Gonsid^rons par exemple une int6grale triple 



.T. 7, z, 


dy, dz, 


la fonction a inl^grer dependant d’un param^tre le champ 6tant 
lui-mfime variable, d’une fa^on continue avec a. 

a.R, 

On pent pour se donner cette variation de Q., soit se 

donnerle deplacement de chacun des points de la surface limitantO 
en fonction de <x sous la forme 


X = cp(u. V, oc), j = Vy a)y z = 0(u. Vy a). 


On obliendra les diverses surfaces limitant le champ en faisant 
varier a ; 


^2 . . , . 

soit, plus simplement, se donner T^quation F(x,y, 2 ,a) = 0 

de la surface limite. 

Notre raisonnement et nos resultats s’appliqueront aux deux cas, 
L’int<^grale pent done etre consid^ree comme fonction de deux 
variables a et jS — il(a) par I’interm^diaire de Q. 

P 

Pour prendre la deriv^e par rapport ^ a, il faut prendre : 

1 ° la d6rivee par rapport a a comme si ii 4tait lixe ; 

2 ® prendre la deSrivee comme si Q, variait seul, a gardant une 
valeur constante comme paramtdre dans la fonction. 


^2 


La premiere est 4gale d’apres ce que nous avons vu 


ci-dessus k 


M 


—- dw. 

dot 


Prenons la seconde. Quand a varie de Aa, ii varie de Ail, 
comprenant deux parties : 
p 

1 ° une partie Aiil correspondant k un accroissement de Q 
(champ k TexteSrieur de tl et k Tint^rieur de 11'). 
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2 ^ une partie A 2 Q correspondant 5 une diminution du champ. 

Pour ^valuer la variation 
de rint^grale correspondant 

^ AjQ, il faut di^com- 

poser A^Q en elements 
infiniment petits danstoutes 
leurs dimensions, et multi¬ 
plier chaque element par 
la valeur de la function 
f(Xy y, Zy ex) en un point de 
r^l(^ment. Or, considerons 
un point x^y^z sur la surface 
de il et un petit element de 



On pent imaginer que les points 

au 


surface Ao-entourant ce point. 

de cet dl^ment se sont ddplac^s sur un petit cylindre parallelement _ „ 
(i»5placement de y, 2 (a des infiniment petits d’ordre superieurpres). 

Ce ddplacement est connu si Ton donne le d^placement de 

chaque point, il est inconnu si 1 on donne seulement la surface lirni- 
tant il sous la forme h(a5, j, z^ a) = 0, mais le resullat final ne fera 
intervenir que des elements connus. 

Les projections de mni' sont 




- (ix, 

da ^ 


da. 


da 

Considdrons ia demi-norniale N ii la surface Q exlerieure h Li. 

La hauteur du «!ylindre dldmentaire sera jmm' cos ni/n', mN |; or 
mm' cos cos (N. x) -4- cos (N. y) -f- cos (N. z)]da. 


Pour un dldment de AjQ, mm' cos mN. est positif. 
ment de I’intearale sera done 


itegrale sera done 


L’dld- 


, , /(®, y, a) mm' cos m/n'.miV d<j. 

*1- ? _ 

Pourun element de AjQ, mm' cos mm', mN estndgatif; le 
volume du cylindre dldmentaire sera done —mm', cos ; 

dans la variation de £2 il faudra done retrancher 

— mm' cos (mm', mN)/( 3 r, y, z, (x]d<j 
pour lous les points de la surface 1^. 
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Au total, on aura done 

A 2 I = mm' cos (mm', mN)f(x,y, z, ot)d(jy 

Tintegrale ^tant prise sur la surface totale de Q. 

En rempla 9 ant mm' cos (mm', /r?N), on voit done que 


cos (N, x) 4- cos (N, /) + cos (N, z)]/(3’, y, z, 


On a done enfin 


- = fff-^ 

-IfJ 


dm 


“ cos (N, .r) 4- Y' cos (N, y) 


— cos (IN, z 


)]/ 


y, z, a}d<J. 


Telle est la forinule donnant la derivee de I’integrale par rapport 
h un paranietre quand le champ est lui m^.me variable. Elle se 
calcnledonc parune integrale de volume et line integrale de .surface. 
On pourra calculer immediatement cette deuxieme inidgrale 

? 

si Ton donne x, y, z en fonction de deux variables a, a et de 

Mais .supposons la variation de ii d^terminee de la deuxieme 

maniere : le champ Q est limite a cha({ue instant par F(x, j, z, «) = 0 
et correspond par exemple aux points pour lesquels F(x, j, a)>'0. 

Enun point de la normale exterieure fait avee les axes des 
angles tels que 


cos (N, x) _cos (N, j')_cos (N, z) _ 1 

TF — dV ” , , oK 4 , oK 

‘■>3^ V^s,r/ 

Determinons le signe de e, 

Frenons un point 



ar -h / cos (N, x), y -f- I cos (N, y), z -h I cos (N^ z) 
sur la normale (/ > 0). Ce.st un point a Fexterieiir de F. 

P 


Done 

F(x H- / cos (N, x), j -4“ / cos (N, j), z -f- I cos (N, z)) <; 0. 
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En d6veloppant, et nous bornant aux infiniment petits du premier 
ordre, 

. I cos (N, ^ cos (N, y) + / cos (N, z) < 0. 


Ainsi on doit avoir 


aF 


cos(N, x) ^ -h---<0 . 

oX 

£ est done n(5gatif. 

En subslituant les cosinus dans Agl, Tintegrale double devient 

dF ^ -4~ 

fiX ’ <>y hot hz bot 


fj:- 


- __ d(T, 


Mais comme Ton a conslamment E(a;, y, z, a) = 0, on a 

/ bF bx ^ dF dy ^ ^ dC \ _^ dF 

bz * boil 


. OX hot 


ba 


by dot 

L’integrale double devient done tout simplement 
dF 

_ f(Xy y, Zy a)dcr. 


If 


Done dans ce cas 


(il 

da 


=fI0' *IL 


da 

aFj^ 




I’elle est la formiile de ddrivation de I’inWgrale triple, dans le cas 
ou le champ lui-mijme est variable, limite par F(x, y, z, «) = 0. 

Integration. — L’integrale etant tonction continue de cc peut 4lre 
int^grde par rapport a. Si le champ d’integralion est fixe, on peut 

integrer sous le signe / . On a 

t' 

f 'da f I j{x, y, a)dxdy = ff I Jix. y, a)dx, dy. da. 

JoL^ JJa ' JJJ^ 

Si Ton consid^re x, y, a comme trois coordonn4es, V repr6sente le 
volume du cylindre ayant pour base Si limits aux plans a^, ct^. On 
peut 6crire aussi 

I f dxdy f f{x,y, a)da. 

sJ ^ t/ fltj 



CHAPITRE XV 


TRANSFORMATIONS DBS NOTIONS D’INTEGRALES 
LES UNES DANS LES AUTRES 


SOMMAIHE. 

RMaclion d\ine integrate double d une inUgrale curviligne : Forniulo de Green. _ 

Condition pour que i’inl^graie soit independante du contour. 

IMuciion d\me inUyrale triple d une inUgrale de surface : Formule de Green 
(3 variables). 

Transformation d une inUgrale curviligne en une inUgrale de surface *. Formule de 
Stokes. — Condition pour qu*une iiitegralo de surface ne d^pende que du contour. 
— Application. 


REDUCTION D’UNE INTfiGRALE DOUBLE 
A UNE INTfiGRALE CURVILIGNE 


Formule de Green et d^Ostrogradski. — Le calcul d une int6grale 
double se ram^ne a deux inte¬ 
grations successives. Si la 
fonction a int6grer J\x^y) est, 
par exempie, la derivde par- 
tielle d une fonction par rap¬ 
port a j, on pourra elTectuer 
la premiere int(?gration par 
rapport a y. 

Nous supposerons les axes 
disposes comme sur la figure: 
une rotation de 90^, en sens 
inverse des aiguilles d’une 
montre, am^'ne ox sur oj (sens retrograde), 

Consid^Tons done I’integrale 
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6ten(lue a un champ limits par un contour C sans point double. Nous 
supposerons d'abord que toute parall^le h oy ne rencontre le contour 
C qu’eii deux points Mgdecoordonn^es a?, x, y^^ cc^tant com- 
pris entre a et 6, abscisses des deux tangentes parall^les k oy, 

Oi.a 

Pour la calculer, on aura done a int^grer d'abord 




P(a:. yt) — I’Ca;, Ji) 


f 


^7. 

car on doit prendre pour limite superieure de I'integraleyg ^ Ji ? 
aui\a ensuite k calculer 

’*6 

— PKji)]rf^ a < 6. 

rb 

Gonsiderons par exemple la deuxieme I P{x,yi)dx, 

Si Ton y supposait x et expriintSs en fonction d’un '‘para- 
P . 

metre /, le point x^y^ d(5crivant Tare de courbe AM^B dans Ic 

sens de la fl^chc, Tintegrale representerait la partie de Tin- 


tegrale curviligne 
On a done 


r P(«, 

ty A M1 li 

- f = ~ ( yy^^- 

iv a t/ A M, B 


Quant h la premiere, on pent Vecrire 

— i*(T,y^)dx. 


P.® 


liorsque x varie de b a a, le point x*, Vgd^crit Tare BMgA 

et cette integrale represente done — I Pyx, y)dx. 

, J im^K 

L’int^grale lotale est done ^gale i I’int^grale curviligne 

— r — f = — f P(^, yyi^ 

jAMiTi c/HMgA ,/C 

prise suivant le contour total dans le sens de la fl^che : 
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II ne sera pas utile de specifier le point de depart si les fonctions 
P, Q ont des valeurs bien determin^es et uniques en tout point du 
contour, quel que soil Ic chemin que 
Ton lait dans une region comprenant G 
pour y arriver. Gar si Ton part de A\ 
on a 


r =r -f- 

c/a'mBAA' t/A'MBA Jkk' 

Cette deuxi^me integralc se confoiid 

avec la partie d’integrale I , si 

,7 aa'mba 

apres etre revenu en A, la foiiction a repris la meme valeur initiale. 
On a done bien 

f = f . 

c/aa'mba Ja'mbaa’ 



On voit que le contour est decrit de maniere que Tobservateur 
|)lact5 sur le contour, normalement au plan de la figure en avant 
(le ce plan, et decrivant le contour, ait h sa gauche le champ dans 
lequel on devait calculer rintegrale double. 

Si les axes avaient disposers en sens inverse, il faudrait changer 
le signe. On a done dans tous les cas (en ne considerant que des rota¬ 
tions rtitrogrades) 



C etant decrit de maniere a laisser a sa gauche Taire ii. 
On pourrait consideSrer de meme 


il 


i>.r 


ifx dj. 




Maisune nouvelle demonstration n’est pas ni^cessaire. Il 

sulTit dans Tegalite ci dessus de permuter les variables x et y, on a 
done 

I / ~ dxdy = — sin (jot) / Qr/a: =:= sin (aroj) j Qdy. 

t/n *J c \j c 

«■ 

En rassemblant ces deux dgalites on obtient 
sin ixoy)£pdx + Qdy 
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Si la rotation de 90^ de ox vers oy est retrograde, on a 

Cette formule porte le nom de formule de Green ou d’Ostro- 
gradski. 


Applications. —I. Supposons en particulier Q = a;, P = 
On obtiendra 



ydx — J'J dacdy = Q. 


y- 


On relrouve Texpression, par une integrate curviligne, de Taire 
limitee par un contour ferme C. 


Application II. Formule de Green (deux variables). — Solent deux 
fonctions U, V de deux variables x, y continues ainsi qiie tears d^rivees 
du premier et da deuxibnie ordre d I'interieur dun contour C liniilanl 
une aire LI, Forrnons tuMgrale 




I 



c^U dV 

dX hX 


dU dV 
dx 



Comme on a 


dU dV _ ^ / tl \_U 

dx iiy f>x\ dX / dX* 

On en ddduira, en appliquant a la premiere partie du second 
membre la formule de Green 


= fv - rfu 

JJadx d.r dx ^ JJq dx* 


De meme 


fjaf, U * -J\v p 


Par consequent 


Mais, lorsque nous avons ddfini la d4rivee d’une function suivant 
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une direction donn6e, nous avons vu que, pour une function 

de deux variables, la d<5riv4e D«V d’une function V(x, y) suivant la 

demi-normale interieure a une courbe (faisant la direction a + 2 
la demi-tangente prise dans le sens des arcs croissants) est 




La premiere intdgrale n*est done autre que — UDnVds, 

la d4riv4e D«V etant prise suivant la normale interieure k Taire il. 
D’autre part, nous poserons suivant Tusage 


Nous avons done 


AV = 




1= fl ^X]dxdy = — ( UDVds — ( f UAVdxdr. 

JJ^\^xi,x dy ,^y/ Jc JJii 

P . .. ■ ** 

Mais I'integrale 1 est sym«5trique en U et V‘ On en 
deduit done 


f UD„VJs + fl UAVclxdy = f VD„Uds + ( f VAUdxdy 
Jc J %J Jc JJ^ 


c*est-Ji-dire 



VD„U)(/s 



(UAV —VAU)dajfij = 0. 


Cette formule celebre s’applique, quelles que soient les functions 
U, V ; elle est due a Green. 

Si en particulier les fonctions U, V satisfont toutes deux 

k AU = 0, AV = 0, il vient 


J (UD„V - VDnUjds = 0. 

Si plus particulierenient encore, U = 1, 
D„Vds = 0 


L' 


pour toute fonction V satisfaisant a AV = ^ 
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Nous etablirons iine formule analogue dons le cas des fonctions 
de trois variables. 


Condition pour qu’une int^graie curviligne soit ind^pendante du 
contour. — De la formule de Green on pent deduire la condition 

pour que I’int^rale curviligne f Pdx + soil nulle le long 

d'un contour ferine C quelconque. 

7U, d 

On en deduit en elfet 




quel que soit 0. 


II est sullisant que Ton ait identiquement 
dQ dP 


dX 




= 0 . 


La condition est aussi necessaire. Car si le premier 

mernbre n’elait pas identi([uement nul, on pourrait delimiter une 

region du plan sullisamrnent petite, pour que dans cette 

region, , (juiest supposcecontinue, gardeun signeconstant, 

L’integrale double, composee d'elements tous de meme sigiie, ne 
pourrait done el re nulle. 

On en deduit (|ue Pr/x + Qdf doitetre la dilf^rentielle totale d’une 
fonction U(x*, y). 

On pent presenter le resultat sous une forme logerement dilTerente: 

Si cette condition est remplie, pre- 
nons sur le contour deux points quel- 





concjues A, B. Puisque Tinte- 

grale prise suivant le contour total 
est nulle 

/ =-/ =/ • 

tyBM2A c/AMoB 

Ainsi rint4grale curviligne 
serait independante du chemin d'in- 
tegration et ne d^pendrait sim|)lpment que des extr^miles A, B. 
Inversement, il est evident que si cette dernifere condition est rem- 
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plie, rintegrale curviligne prise suivant uii contour ferni6 quelcoii.^^ 
sera nulle. 

Remarques. — 1. II faut remarquer que la conclusion a laquelle 

nous sommes parvenus suppose implicitement que Ton a pu 
deformer le chemin AM^II pour Tamener sur AM 2 B sans passer 

par aucun point de discontinuite de P ou de Q ni de ^ 

TT 

puisque nous avons dii passer par Tinlegrale double. 

II. 11 est bien entendu que si, pour calculer Tintegrale double, on 
fait un changement de variables 


.T = g{u, v), 

rintdgrale se transformant en 


/^(M, V) 




si Ton determine deux functions M, N, telles que 


dN _ 

Du <iv 




rint(5grale se ramenera k Tintegrale curviligne^ Mdu + Nr/a prise 

suivant le contour qui limite le champ de variation de u et v, Mais 
ce resultat ii’est legitime que dans les conditions du changement de 
variables, c’est-a-dire si la transformation est biunivoque. Sinoii, il 
faudra isoler ou decomposer le champ de maniere que celte condition 
soit remplie. 

Par exemple soit I'integrale f I dx dy. 

.Jjii 

En passant aux coordonnees polaires on obtient 


=//" 


On doit avoir 


dN _ dM ^ 


On pent prendre par exemple 


M = 0, N = 


ou N = 0, 
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Ce qui donne les deux formules 



Ges integrales doivent 



Fig. 43. 


etre prises suivanl le contour (du 
champ tt. v) correspondant & 0. 

Mais Torigine 6tant point d’indeter- 
mination pour (p (r = 0) isolons ce 
point par un petit cercle. 

Si ii est un cercle de rayon R, lorsque 
le point X, y se d^place h Tint^rieur de 
la couronne e, R, le point r, (]p se de¬ 
place a rinterieur du rectangle ABGD 
de base R — £ et de hauteur 2n. On 
aura done calculer Tune ou I autre 


des integrates curvilignes le long du contour ABGD. 


Aire spherique. — Gonsiderons encore une aire sph^rique. On 
pent poser 

a . • A 

X = r sin 0 cos cp, y ^ sin 0 sin tp, z — r cos u. 


S=: ^ 


do d(f>. 


On a 0 < 0 < TT, 0 <: <p < 2;:. 



Fig. 44. 


Pour les p6les P et P' de la sphere, 6 = 0 mais f est iuddtermine. 
Si I’aire ne renferme ni P ni P', le champ de variation de 6 et <p ne 
rencontre pas oy. 
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En posant 


P = 0, Q = cos 0, y Z= « = 0, 

a 

on peut dcrire 



sin 0 do d<p = 



cos 0 dcp, 


C deceit dans le sens oS vers of. 

iMais si par exemple, Taire 0 comprend P, il faudra isoler P en 
Tentourant d*un petit cercle y et calculer Tairc nnnulaire comprise 
entre y et le champ. 

Dans le plan de coordonndes 9, quel sera le champ corres- 
pondant ? 

o 

Au petit cercle y correspondra une parallelo 6 Of {Q = 6) 
de 0 2n. 




f variant de z6vo a 2t:, d varie d’une certaine valeur 0^ a une valeur 
finale 0^ = 9^, 

•s 

Dans le plan 9, <p on a done une courbe telle que bmc. Le 
champ compels entre y et la courbe donnee se transforme done 

0 

dans le champ ombr6. Dans ce champ on peut 6crire 



sin 0 do d(p = — 
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]’inl4grale curviligne 6tant prise dans le sens de o5 vers of tout le 


long du contour 


JC J ah Jhmc J rd J da 

f = f = o 

J ah J cd 

J ~- I (— COS Od(p) — 2 ti cos e. 

da c/2ir 


(dif — 0) 


Done rint^grale a pour valeur 


f-f-r 

tJhmc J da c/0 


COS 0 df >4- 211 cos £. 


Lorsque le rayon de y tend vers zero, on voit que Taire 
cherchee a pour valeur 

cos 0 (if 

le contour de raireetant parcouru dans le sens des 'p croissants. 

/> Si le contour donne conteiiait P et P\ 


on aurait 


Q ^ 4^l\2 _ IP 


cos 0(icp. 


^ J2^ [ Remahquk III. — Nous avons suppose 

L qu’une paralKde aux axes ne rencontrait 

\ I N. le contour qu’en deux points. Si cette 

N. I J condition n’estpas r^alisee, on de- 

composera le domaine en domaines par- 
^ tiels pour chacundesquels cette condition 

serait remplie. Dans le cas de la figure 
par exemple, le champ ^tant partag6 en trois, iig, on appliquera 

la formule h chacun de ces champs. 


8 /Ifj 
Fig. 47. 


On aura 


JJa^Ux dyl 


Vdx H- Qdy, 
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En ajoutant les trois egalil4s analogues, on obtiendra au premier 
membre 


JjJ‘ 


dx dy I - 




Au second membre, les intdgrales prises suivant les lignes 

de separation se d^truiront deux a deux^ les sens de parcours etant 
changes. II ne restera que les int^rales 

/ -r 

c/AM|B ,yCMo\ *,'bM3D »/I>M-C 

c est-a-dire I’int^grale J' Pda; + Qdy prise suivant seulementle con- 

tour C. ^ ' ^// /////7 >>^ 

La forinule s*applique meme au 
cas d’unc aire d<$limitde par un con- 

tour non simple comme celui de la ^^ 

figure. A Jw'/J 

hm reunissant les deux con- 
tours par deux coupures AB, CD et 
appli(juant la formule chacune des ^ 


aires on aura 


Fig. 48. 


ff = f , ff = f 

J J t/AMjUCmjBA J J ily AD/W2CDM.JA 

En les ajoutant, on obtient au premier membre 

Au second membre, les portions d’integrale prises suivant 

les elements de droite AB et CD se dotruisent deux k deux si la 
foil, lion est uniforme dans le champ. II ne reste que les inti^grales 
prise, suivant les contours AMjDMgA et GmiBinjC, c’est-ii-dire les 

integrales f et f . 

Jc jc' 

P 

Or res contours C, C' sont bien ainsi parcourus de maniere 

que 1 observateur laisse sa gauche Taire suivant laquelle on 
voulait calculer Tintegrale double. 

Carrus. — Cours de Calcul diff^rentiel et integral. 35 
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ys 


Cas d’un poiat double. — Dans le cas ou le contour adrnet un 
point double tel que le contour ci-joiiil, il est impossible de d<^(inir 

sur le contour une normale int^rieure 

t: 

et une normale exterieure Car 

si Ton suit par conlinuile une portion 
de norm«ale interieure a la courhe,cette 
meme portion de normale devient 
exterieure pour la deuxieme boucle. 
la ligure, on voit que I’integrale prise sui> 

o 



Dans le cas de 
vantle contour total 


r 


Pdx + Qdy 


reprt^senterait Tintt^grale 




n. — HfiDUCTlON D’UNE liNTEGllALK TIUPI.E 
A UNE INT^GRALE DE SUllFACE 


Deuxieme formule de Green. — De meme que la formule de Ci’cea 
nous a permis de ramener une integrale double‘a une inlegralc cur- 
a, <}; 

viligne, de rncme, on peut ramener une integrale triple prise 

a I’interieur d’uu volume a une integrale de surface prise suivanl la 
surface qui le limiie. 

'X 

0 

Supposoiis d’abord qu’une paralUde a oz ne rencontre la sur- 

face qu'en deux points et supposuns que la fonction a inte- 

grer soil mlse sous la forme z). 

Tous les points de S se projettent sur le plan des xy a Tinterieur 

J *dR ^ 

dz ^ ^ nous 

pouvoiis commencer rintegration par rapport : en donnant a x,y 

des valeurs correspondant a uii point de ii. La parallele a o: 

inen6e par ce point rencontre la surface en deux points Mg de 
cotes Zi et > Zi). 
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On aura d’abord 


J, 


- 2 ) ^i)* 


On aura a calculer ensuiic 


x,YfZi)dxdy — il'H x^y,:i)dxdy. 

P . 

Or la premiere represente Tintegrale cle surface 

j I l\{x, j, z)dx dy prise sur la calotte S, (lieu des points x, y, Z 2 ) supe- 
JJ S2 

rieure et exttudeure (pour laquelle la nor male fait un angle aigu 
avec oz), 

Quant h la deuxiemc 

J 

elle representera egalement Tintegrale de surface 
If z)<L(ly 

prise suivant la calotte inferieure et ext^rieure de la surface (pour 
laquelle la normale fait un angle obtus avec oz), 

(V 

Le second membre reprcsente done I’integrale totale 


./I"*'’-’'' 


z)dx dy 


prise sur toute la surface exterieure de S. 
On obtient done en definitive 




fJJ ^^dxdydz ==JJ)r(x, y, z)dxdy. 


On obtiendrait de meme 







dx dy dz 


=JjQ(-,r. 


z)dz dx 



COIJKS DE CALCUL DIFlfEHENTIEL ET INTEGRAL 

a la condition qu’une parallele a ox ou oy ne rencontre la surface 
qu’en deux points. 

En rasseinblant ces trois egalites, on obtient la formule de 
Green pour les integrates triples 



i^x aj 


^-^)dxdy<h=J£ 


Pdydz -h ()ilzdx Wdxdyj 


rintegrale de surface du second membre etant prise surtoute la sur¬ 
face exterieure limitant V. 

Nous avons du supposcr qu’uiie parallele a Tun quelcoiuiue des 
axes ne rencontre la surface qu’en deux points. Si cette condition 

n’etait pas r^alisee, la formule n’en reste pas moins valable. 

TT 

On pourra en ellet decomposer le volume par des surfaces 
auxiliaires de separation, par exeinple par des plans, en volumes 
partiels pour lesquels cette condition serait r^alisee. 

'^1 

Au premier membre on obtiendra 

On introduira au second membre les integrates prises sur les sur- 

p 

faces de separation, Mais considerons deux volumes con- 

tigus : pour le premier, nous introduisoiis Tintegrale de surface 
prise sur la surface AB a Texterieur du volume c est-a-dire vers 
Vg. Pour le second, nous introduirons Tintegrale de surface prise 
egalement sur AB, mais k Pextcrieur de Vg. Ces deux integrales 

(O 

sont done (.'■gales et de signes contraires. II ne restera au 

second membre (jiie les integrales prises seulement sur la surface 
exterieure S. 

La formule s’applique encore, comme on I’a vu pour les integrales 
doubles, m^me au cas ou le volume V serait limite par plusieurs sur¬ 
faces distinctes sans ligne commune. La formule de Green est done 
g(5n(?rale. 



Application. Formule de Green (8 variables) . — De cette trans¬ 
formation d’une integrale triple en intdgrale de surface, nous allons 
ddduire une autre relation due a Green, et qui sera la generalisation 
de celle que nous avons obtenue comme application de la transfor¬ 
mation d’une integrate double en integrale curviligne. 
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U el V designant deux fonctions continues de x, y, z dans 
un volume V limite par une surface S, consid^rons Tintegrale 


Iffj 


bV bV dU dV r>U c>V\ . , . 

— • H-- “I-- — )dxdYdz* 

bx bx by by bz bz J 


On a ridentit^ 

c^V_<> /^ dV\ _^ 

bX bX bX\ bX / bX' 

et des formules analogues par rapport a j el j. 
L’integrale triple devient done 


fffj 


bx\ bxj by\ by] bz \bz 


bZ \ bZ I \ bx^ ‘ by'- bz^ ] i 


r^dvdz. 


surface 


La premiere parlie pent se transformer en une integrate de 


[ / U—(iydz -f- U-^ dzdx -f- U^-rfxdy 

/V* /i>V c> 

” I u ( - cos a 

JJs 


\, 

cos 3 H-cos Y acx, 

dj ^ dz 7 


a, I'S, y designant les angles que fait avec les axes la demi-normale 
exterieure au volume (et dc un (Element d’aire). On reconnait dans 

la parentlicse ce que nous avons appel(5 la derivee do la fonc- 

tion V prise suivant ccltc normale et que nous d^signerons par la 
bV 

notation . La premiere integrale est done 




En posant 


La deuxieme est 




-E 


UAV dxdy dz. 
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Ainsi done 


I 


Ifm 


<>U dV 

dx ^^x 


dU ^ 


i)[] ^ c)V\ 

(M 




UAVdjjr/)' f/:. 


Mais le premier membre est symetrique en U, V. Nous 

pouvons done au second membre, permuter U et V. En egalant 
les deux expressions de I on aura alors 


Si au lieu de prendre I’int^gralc de surface snr la face de S exle- 
rieure^V, nous laprenions sur la face inlcrieure. nous obtiendrions 



V\{])dxdy dz — 0. 


C’esl la formule de Green. 

Kile esi gt'mdrale, quelles que soient les fonctions U et V, et est 
applicable meme si le volume est limite par plusieurs surfaces dis- 
tinctes k la seule condition que pour cliaque surface, on premie 
rintd{j^rale de surface sur la face inldricure au volume V. 

Si, en particulier, les fonctions U et V satisfont k AU=sO, 

AV = 0, la formule se reduit a 



Nous en ferons I’application dans la determination d une fonction 
harmonique detinie sur une surface donnde (probleme de Dirichlet) 
(cas particulier ou par exemple AU = Oj. 


jll. — TRANSFORMATION D’UNE INT^GRALE CURVILIGNE 
EN UNE INTfiGRALE DE SURFACE 


Formule de Stokes. — II existe une deuxieme manidre de gdndra- 
liser la transformation d’une intdgrale curviligne prise suivant un 
contour ferme plan en intdgrale double prise dansl aire plane limitde 
par le contour : 
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. .... 

II faut considererune int^grale curviligne prise suivantun 
contour ferine L plan ou gauche, et une surface S s’appuyant sur ce 
contour. 

P(^> Q(-^i y» -)» -) dcTsignant trois functions 

donn^es, prenons Tintegrale curviligne 

r Vdx 1- Qdy I- Wdz. 


Nous supposerons que P, Q, R admetleiit des derivees partielles 
fillies dans le champ ou nous aurons a les prendre. 

Imaginons une surface 1 s’appuyant sur L. 


Nous voalons cherclicr si Fon ne peal fransjormer FinUprale 
curviligne cri une infcgralc de surface prise sur ^ 

a ' 

Prenons Tintegrale Vdx. II faut d’abord definir un 

sens sur L. Choisissons une des faces de ^ et par suite la demi- 
iiormale correspondanle. Nous dcfinirons le sensde parcours « direct» 


sur L de la fa^on suivante : 


tin observateur plac6 en un point 


de la courbe normalement a ^ et suivanl la demi-normale choisie, 


parcourt L de maniere a laisscr a sa gauche Taire 

Nous supposerons qu’une parallMe a Pun quelconque des axes ne 

P 

rencontre la portion de .surface i qu’en un seul point. II en 

resultera que pour tout point de 1, z est une function bien d^ter- 
minee de oj, y, soit ^ ^ <p(x, y). 

Nous ferons tout d’abord la remarque essentielle suivante : 

Si I’angle de la normale avec oz est aigu (il sera aigu pour tout point 
del) il en resultera qu’un ob.servateur parcourantla projection /deL 

0 

sur le plan des xy, so plagant suivant oz, laissera sa gauche 

Paire 0 projection del. 

Mais si, par exeinple I’angle, de la normale avec ox est obtus, 

Of Ri 

h un sens de parcours direct sur L, correspondra un sens 
de parcours inverse sur la projection de L sur le plan yoz, pour 
un observateur plac4 dans la direction ox. 

Ges precisions 6tant faites, pour calculerJ Pdoj, il faudrait 
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exprimer a?, y, z en fonction d’un parametre i au moyen des equa¬ 
tions de L. 

Mais, pour tout point de 1 et par suite de L, on a z = (f{x^ y). 

V 

On pent supposer que Ton a exprime d’abord z en fonction 
de Xf y, ce qui donnerait Tint^grale 


en posant 


I P(a^,y,T(^> y))d^ = I y)da;, 

Jl t/L 


/)(.r, y) = P(a;, j. <f(x, y)). 


Cette integrate ne depend ainsi que de x, y. Mais lorsque le point 

P 

M d^crit L, le point m projection de M sur xoy decrit /. Ses 

coordonnees x, y sont constamment egales a celles de M et ses varia¬ 


tions sont les memes 


II en r^sulte que 
P(a', y, ~z)dx y)(ix. 


P.»» 


On est done ramen^ bi une integrale curviligne plane 5 laquelle 
on peut appliquer la formule de Green. * 

Mais ici une reniarque impor- 



tante s’impose. 
mule de Green 


La for¬ 


a ete obtenue en prenant sur G 
un sens de parcours qui laisse ii 
a la gauche de Tobservateur, et 
en supposant les axes ox, oy 
disposes de maniere a amener ox 
sur oy par une rotation de 90^ 
dans le sens inverse des aiguilles 
d'une inontre. Or il va en 6tre 
autrement : le triedre ox, y, z sera dispose, comme en cinematique, 
de la fa^'on suivante : nous considerons les axes dans Tordre ox, 
oy, oz. Pour un observateur plac6 sur oz, il faut une rotation de 90® 
dans le sens des aiguilles d'une montre (rotation directe) pour 
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amener ox suroj. 11 faudra alors une rotation directe 'de 90° autour 
de ox pour amener oy sur oz, et une rotation directe de 90® autour 
de oy pour amener oz sur ox, Le triedre ainsi defini sera dit « direct ». 

o 

Mais, dans ces conditions, il font changer le signe de la for- 
mule de Green et on aura 


J = 



C 6tant parcouru dans le sens direct. 

Si pour tout point de la face consider^e, Tangle y de la normale 
avec oz est aigu, le sens de parcours sera direct sur / comme sur L. 
On aura 

/)(rr, y)(lx 
I 

En revenant a la fonction P(x‘, y, r), on a 



o/) bV bV bz 

' — -4- 

by by bz by 

Or, a, |5, y designant les angles de la normale avec les axes 


cos a _cos p _cos Y 

bz bZ — 1 * 


bx by 


Done 


bz cos p 

by cos Y * 


■^1 


a/) 


/al* aP 

( cos Y-cos 




J 

COS Y 


L4nt(§grale double devient done 


rr [bV bV Adxdy 

II cos Y •— cos p —^ 

Jjil \ ® T 


apres avoir remplace z en fonction de x,y. Enfin, y etant sup¬ 
pose ^t dxdy dtant dans cette formule cssentiellement positif, 

P* 


dx dy 


cos Y 


= d(j. 


On a done dans ce cas 


Jpdx = <= 0 * 
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Si, au contraire, pour tout point de la face consid4r6e,y estobtus, 

p 

a un sens de parcours direct sur L, correspond comme nous 

Tavons dit un sens de parcours inverse sur la projection /• 
a 

On a done dans ce cas 


P 

Ici, y ^tant obtus, on a 


dP 


a'\ 


01' a \ lU 
COS Y — cos ji 

‘ ()z ‘ / cos Y 


Et par suite 


,h 

cos Y 


(tj 





Ainsi done, cette forniule est valable dans tons les cas. 

$1,« 

Par simple permutation circiilaire de y, de a, p, /, 
on aura de meme 


I |\(/: — M \ a 


En rassemblant ces trois resiiltats, on a done 

( Pdx -h Qdy ^ Wd: 

./L 


= jX h* « “IV K o] -1)+ 


\ 


c)Q 

hx 



Celte formule porte le noin de formule de Stokes. 

Elle suppose simplement que L est parcourudans le sens direct pour 
un observateur plac(^ sur la demi-normale faisant les angles a, y. 
d 

On (Udail de celte formule la condition n^cessaire et suffisante 

pour que VinUejrale curvilujne I Pdx + Qdy --f- i^dz prise le long d'un 

Jh 

contour fermt^ quelconque soil nulle. 




TJ^ ANSFOHMATIONS DBS NOTIONS d’iNTEGRALES 


555 


11 faut que 

_i)R_Q oR_dP_oP__ Q 

by ^ hx b: ' by bx 

La condition est evidemmenl sutlisante. Pour voir qu’cllo cst 

a, (p 

n^cessaire, il sullit d’appliquer la formiile a trois oontours 

plans, situ^s successivcment dans Ics plans de coordonnees. 

Nous avons suppose qu’une parallele a Tun des axes ne rencon- 

a 

trait la surface qu*en un point. On supprimerait cette restric¬ 

tion en d^coniposant 1 en aires partielles par des courbes auxi- 

0 

liaires. Les iiitegrales prises suivant les arcs de courbe separant 

TT 

deux aires partielles se detruiraient deux a deux, ces arcs 

^tant parcourus deux fois dans des sens opposes. 


Condition pour qu’une integrate de surface ne d^pende que du 
contour qui limite la surface* — Au deuxieme mcnibre de la formule 

9 

dc Stokes, on a une forme particulicrc d’integfrale de surface 



B cos [v -h C cos y)ch. 


A -- 13 — G -- — — 

bz by ^ bx bz' ^ Dj bx 

TT 

Ge resultat ainsi obtenu est tres remarquable : les fonc- 

tions P, Q, R etant donnees, le calcul de I’integrale de surface 


( 1 ) 



se Famine au calcul de Tintegrale eurv 



Pdx -f Qdy -f l\dz. 


Mais si le contour est doniie, on voit ([ue, dans ce cas, Pintegrale 


curviligne, au signe pres, est absolument inddpendante de la 

surface 1 que Ton a consider<5e. L’integrale de surface est done 
ind^pendante de la surface ^ sur laquelle on la prend, et ne 
depend que du contour qui limite 2, 

Supposons alors que Ton se donne une int^grale de surface quel- 
con que 



H- B dz dx -I- C dx dy. 
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5 

Cette int^grale ne d^pendra elle-meme que du contour de 1 
si on peut la mettrc sous la forme (1), c est-^i-dire si Ton peut deter¬ 
miner trois fonctions P, Q, R satisfaisant aux trois equations 

^ _dU B — C—— 

€>2 dy ’ bx dy d.T* 

11 semble que les fonctions A, B, C puissent etre arbitraires^ 
comme Tetaient les fonctions P, Q, R. Mais il n’en est rien> 

7t 

puisque de ces trois relations, on deduit immediatement 


i>A 

<>x 


dB <>G 

-H - = 0. 

<v 


Nous allons montror d*abord que cette condition est suffisante 
pour que Ton puisse determiner P, Q, R. 


Nous pouvons meme choisir R = 0. 


oQ 


= A, 




= —B. 


Les deux premieres donnent 


11 reste 

J)P_ i)() __ ^ 

by bx 


i Q = f A(t, y, :)d: -4- '^,(3:, y), 1> = _ / B(x, j, :)dz -h y), 

J *”() J Zq 


X Qiy etant traites comme des parametres dans les int^grales. 

Porlons ces valeurs dans la Iroisieme equation en derivant 

n 0 

sous le signe J . On aura 


P 




Jza ‘V J:, aar 

Les deux int^grales se rassemblent en 


C(x,y,r). 



dV 


jd: = -h I y, z) — C(x, y, z^). 


11 reste done seulement 


b^ 


bj 

bx 


= C(x,7, 
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On pent prendre encore 

tp = 0, 

to 





En resume on pent poser 


R=0; P = — r B{x,y,z)dz -h f C(x,y,Zo)dy, Q= / \(x,y,z)dz. 
t-' ^0 yo ^ ^0 

Done, une condition suffisante pour que Tintegrale 
(A cos o£ -f- B cos 3 H- C cos yjt/a 


ff£' 


ne depende que du contour est que 

dA dB dC ^ 

-h ~h - =0. 

dx by bz 

I' 

La condition est n4cessaire. — Nous allons d^montrer que 

cette condition est necessaire. 

Donnons-nous une courbe ferm^e C et consid^rons deux surfaces 
quelconques passant par soient 

.r; -) = 0. 

On peut les considi^rer comnie deiinissant la courbe elle- 

meme. Nous supposerons de plus certaines conditions de con¬ 
tinuity verifiees. 

Prenons la fainilleparticulicre de surfaces passantpar G, dependant 
d’un parametre a, definie par Tequation 


( 1 ) 


l{x, y, z) -f- j. :) — X(a:, 2 )] = 0. 


(^J 


Les surfaces donn^es correspondent cia = 0eta = l. (Bien 
que partant d’une fatnillelinyaire de surfaces, notre conclusion sera 
generale). 

r 

S 

Supposons qu’une parallele a oz ne rencontre toute sur¬ 

face l(x qu’en un point, de sorte qu’on pourrait en deduire 

Nous voulons calculer sur cette surface, Tintegrale 


1 (a) ^Jj ^ -i- Bdzdx -h C dx dy 
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qui sera fonction du paranietre a, et 
d^riv^e Prenoiis d’abord la troisieme 


nous en prendrons la 


= I Cdxdy= I / C{T,y,p(x, y,a))dxdy, 

J ^2 JJ '^2 

Pour la calculer, nous choisirons x et y comme variables 

ind^pendantes. Nous poserons x = u, y = v, Cette int^grale de sur¬ 
face se transforme en int^grale d'ouble ordinaire 


*3(“) = Jj^ C(x, y, p 


)dxdy, 


li elant la projection de ^3 sur le plan des xy. 
On a 

/’«' rV'(y) / 

*a(“) = dy ^x,y,p)dx^ f 


en posanl 


r 

J dyo(y,<x}, 


rV 

?(y>^)=f,, C(x,y,p)dx. 


Calculons la d(§riv^e de !,(«) par rapport i a. Les limites c, d, 
p 

correspondant aux tangentes paralleles h ox du contour projec- 
tion de ^a, 6tant ind^pendantes de a, on aura 


= r'^-Sdy. 


Mais pour toute valeur y, les limites sont 4ga- 

IT 

lernent indcSpendantes de a, puisque la projection est la 

mfime pour toutes les surfaces ia. On a done 


Jsf 02 Jy, t 


dC d Z 

- • - c 

dZ b2 


Ainsi 




bC ^ 

bz b 2 / fy bz bOL 


(Nous supposons que dans les liimtes 0 et 1 de a et pour le 
champ correspondant des surfaces on ait le droit de d^river sous 


le signe 
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Prenons de ineme 


En prenant toujours x el y comme variables ind4pendantes 

X ^ u, y = V, . cette integrale de surface revient h Tintegrale 
double ordinaire 


iiw ^ r/s /v — 




Comme ci-dessus, on aura, puisque les limites sont ind^pen- 
dantes de a, 




dA. d 2 _ ^ d ^z 

da do* dxda 


Jdx dy. 


La premiere partie 


La deuxi^nie 


rt /% 


dA dz dZ . , 

• • - dxdy, 

bz da bx '' 


se calculerait 


ml /.S'' 

_ I dy(^ zV (/x. 
Jc Jv 

On peut d’abord int^grer par parties 




Or la partie tout int^gree 


s’annule aux deux limites 


puisquezeslconstaiilauxdeuxlimites '^\y et ?",y. D’aillenrs 


se calculerait 


Ce qui donnerait 


en derivant (1) 

J- + "*(1-^ — ^) — 0. 


Siae Vaz az/1 

Or les points du contour limite 6 ',yet ysatisfontti/x=0, X=0^ 
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Done pour ces points on a bien 


II en r^sulte que la deuxi^me partie se reduit a 

t / ** dA hz, rr aA a^;, , 

I ay t • dx = I I • dxdy, 

Jc da aa ^ 

En explicitant ^ qui represente la d^rivde totale 


de A(a;, j, z) par rapport a a?, on a 

aA(rr, j, z) _dA aA az 


On a done 




aac bz dx 


aA az az az/aA aA az 


az aa aa; da\ax az ax 




ou en simplitiant 


-jl 


aA az 


dxdy. 


on aura 


De la mfime fa(;on, si Ton pose 

1 2 = y, z)dzdx, 

f = rr - • 

dj dX 

En rassemblanl les trois r^sultats, on a done 


-Ifj 


aA aB , aCxdz, , 


Si Ton impose que I’integrale I soit constante pour un eontour 
donn4, quelle que soit la surfaee de la famille, et quel que soit le 

contour, il est n^cessaire que 


En effet on a 


ax dy az 


az_ X — fi 


da aX 


(X -|x) ^ 

dX . , /»! 


dz \dz dz/ ' ’^'dz \&z dz/ 
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Si la quantite K n'etait pas identiquement nulle, on pourrait deli¬ 
miter une portion de Tespace suilisamment petite pour que K y con¬ 
serve un si^ne constant ainsi que la fonction — de a?, y, z. 

r 

Une integrale de surface prise dans cette portion de volume 
ne pourrait done etre nulle puisque la fonction a int^grer y aurait 
un signe constant. 

CO 

Ainsi une condition n4cessaire et sufRsante pour que I’int^- 
grale de surface prise sur les surfaces de la famille soit constante est 
que 

jr dA dB dC ^ 

IV. = — H-- -f-; — = U. 

by dz 

r 

Mais alors on aura 


1(a) = const. 1(0) — 1(1). 

tj 

L’inl^grale de surface prise sur les surfaces a = 0, a = 1 
e’est-A'dire sur Ics surfaces X = 0, fx = 0 et limit^es au contour G 

P 

aurait la ni^me valeur. Or ces deux surfaces sont deux sur¬ 

faces ([uelcoiKjues passant par le contour : la restriction que nous 
semblioiis avoir introduite, famille dependant lin6airement d’un para* 
m^tre a, disparait done. 

On a (lone le r^.siiltut suivant : 

CO 

Pour que Cini^grale de surface 



z -H ^dzdx Cdxdy 


ne deepen de que da contour de la surface [el non de Id surjace s'appuyant 
sur le contour) et en admettant que les fonctions A, B, C et les dSriv^es 
premih'cs soient continues dans un volume oil ton d6Jornxe la surface^ 
il faut el il sujjit que ton ait 

_ n 

bx by bZ " 
d 

On en d^duit ais^ment que Tint^grale de surface etendue a 
une surlace ferm^e k I'int^rieur de laquelle A, B, C et les d^rivees 

sont continues, est egale a zdro. 

Si pour certains points ou lignes a Tinterieur de la surface, A, B, C 

0 

ou les deriv^es cessent d'etre finies, il pourra arriver que 

Garrus. — Cours de Galcul difT^rentiel et integral. 36 
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riat4grale de surface ne soit pas nulle, mais cette int^grale 

restera constante si cetle surface se d^forme en conservant toujours 
son int4rieur les m^mes points de discontinuite et ceux*lk seule- 
ment. 


Application. — Prenons I’inttjgrale 


5 


j _ ^ 11 (a; — a)dy dz -4- (y — ^)dz(ix -4- (z — e)dxdy 
[(a; - ay + iy- bf + - c)-*] ‘ 


On a ici 
A = 


X —a 

[{a:-ay -f- (y _ 6)*-4-(z - 0)“]’’ 


B 


C =•... 


, La condition ^ 4- ^ ~ = 0 est r^alisee, comme on le v6ri6e 

<ix by dz ' 

ais6ment. 

Le seul point de discontinuity pour A, B, C et les ddrivees 

10 

partielles, est le point a, 6, c. L’int^grale prise sur toute 

surface fermye ne renfermant pas ce point sera nulle. L*integrale 
prise sur toute surface ferinye renfermant le point a, fc, c sera cons¬ 
tante 

Pour avoir sa valeur, il suffit done de la calculer sur une 

V 

surface particuliere. Nous prendrons la face exterieure d une 

sphere de rayon R de centre a, 6, c. 

8 

a, |5, y designant les angles de la norinale avec les axes, 

on a 

X — a R cos Of, y — 6 — R cos |3^ z — c = R cos y. 

.. . rr 

L'integrale qui est ygale j j (A cos a + B cos /3 + G cos y)d(r 


devient 




R(cos“ a -f- cos 


cos* p-f-cos* y) . i ffj 4 


Sous une autre forme, et sans prendre une surface particuliere, 
on pent remarquer que rintegrales^ycrit 


// 


(x — a) cos g -h (y — 6) cos ^ 4- ( 2 : — c) cos y 


d 7 y 
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en posant 

r^ = {x- ay (J - by -h (z - c)\ 

ou encore 




y — 


7 

Or la parenih^e repr4sente cos V, V etant Tangle du pro- 


longement du rayon vecteur avec la 

a 

normale i la surface Projetons 

Taire d(7 sur le plan pcrpendiculaire au 

rayon vecleur. La projection sera 

, dff X cos V ® ^ ^ 

ao* cos V ; -^- represente 

done la surface perspective, sur la 
sphere de rayon unite ^ de Telement 
d’aire dcr, 

in 

Si le point a, 6, c est k Tinterieur 



(T 

de It . la somme de toutes les aires 


Ffe. 51. 


perspectives sera evidemmenl egale k Taire de la sphere, soit in. 
L’integrale est egale k 1. 

Si le point a, 6, c est a Texterieur de 2, la somme de toutes les 
aires perspectives est nulle : Tint^grale de surface est nulle. 



CHAPITRE XVI 


INTEGRALES MULTIPLES G]^n£RALISEES 
APPLICATIONS DIVERSES 


SoMMAltiB. 

Champ injini : Integrates doubles, triples. 

Fonction discontinue : Gas d un pointy d’une ligiie de discontinuity. 

Restriction des propriHH : Exemple de Cajrley. — Tbyoryme de d’Alembert (Gauss). 
Applications diverses : liilegrales euiyrionnos. — Fonction B. — Integrate de Haabe, 
de Dirichlet. 


Pour (lefinir une int^prale multiple dans un champ donn^, nous 
avons dh supposer : 

1° quc le (diamp est fini; 

2"* que la fonction a integrer est bornee et integrable dans le 
champ, plus particulierement qu’elle y est continue. 

Nous allons generaliser cette notion d’int^grale en supposant que 
Tune ou Tautre de ces conditions ne soil pas reaJisee. 


T. — CHAMP INFINI 


Consid^rons d’abord une integrate double. — Supposons que le 
champ 1 soil illimite dans tout le plan ou dans une partie du plan. 
Prenons par exemple le champ limits par une courbe F dont deux 


branches s’eloignent ind^finiment. Gonsid4rons des courbes 

auxiliaires Q, Gg, Cg, • • •, qui s’eloignent inddfiniment d’une fagon 
quelconque. Elies delimitent avec F des champs finis R^, Rg, Ra, • • • 


Nous pouvons d^finir les int^rales doubles f f ^ f I ’ f I ' 

c/,/Rl JJr 2 JjRi 
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. . 

Si ces int 4 grales tendent vers une limite finie et bien d6ter- 
min^e, quand les courbes R^, Rg, R3, • • • s’4loignent indefiniinent de 
fagon k englober tout point de nous dirons que cette limite est 


rintegrale J'j 


Cette definition suppose: 

I"" que la limite exisle; 2® qu’elle est independanle du choix des 
courbes Ci, Cg, C3, • • • 

Nous demontrerons le theoreme suivant: 


TiifeOR^iME. — Pour que finl^grale j j J\x^y)do exisle, il faiit el il 


suffil que Finl^qrale jj 


I /(x, y) I (h ex isle. 


11 faut evidemmeiit supposer que dans le champ, la function ne 

Tt 

garde pas un signe constant, sans quoi, les deux integrales 

seraient egales au signe pres. 

a 

La function / dtant supposee continue, tra^ons la courbe 

qui separe les points ou / est positif des points ou / est negatif. 
Chaque champ R< comprendra un champ /\ ou f est positif et un 
champ r/ ou/est negalif. Nous aurons 
0 

Sr /da-S.. |/|da-S,, I/I da. 

^ I / I d<J = Sr; I / I -I" r I / I d<J. 


Desigaons par Si et S' les deux integrales qui figurent aux 
seconds membres 


^R. fd^ — — ^'17 Sr. 1 / 

Si par hypothcse Sr, | / | da a une limite, les deux intdgrales 
Sf et S'i auront separement des liniites. La diif^rence S< — SJ aura 
done aussi une limite et par suite SR^/f/o'. 

Oj 

Inversement si Sr, | /1 do n’a pas de limite, 1 une des inte¬ 
grates Si ou S^i augmentc ind6finiment. Si une seule de ces inte¬ 
grates augmente indefiniment, it en sera de meme au signe pr^s de 

SR,./d(7. Si les deux integrates augmentent indefiniment, comme 

les champs r,, r/croisseni indefiniment ind pendamment lun de 
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d 

I’autre, la quantity Si — S'< dilf^rence de deux quantiles qui 

augmentent indefiniment ind^pendamment Tune de I’autre, .ne 
tendra vers aucune limite d< 5 terminde ou pourra augmenter ou 
d^croitre indefiniment. 

On remarque que, contrairement k ce qui se passe pour les 
integrales simples, pour que Tintegrale existe dans un champ infini, 
P 

il Gst neces^aire que Tintegrale porlant sur la valeur absolue 
de la fonction existe elle-meme. 

Nous sommes done ramenes au cas ou la fonction garde un signe 
constant: nous la supposerons par exemple toujours positive. 

TH^:0R^:ME, — Pour que Vintigrale existe^ il sufjii de verifier que la 

limite existe pour une famille particulibre de courbes Ci,C2,C3, • • • 

s'enveloppant mutuellement ei s'iloignant indSJinimenL 

Parhypothese les integrates81,82• • *,8^,• • -Sp+jtendent vers une 
d 

limite finie. La difference Sp+q — 8p pent done etre rendue 

aussi petite qu'on le voudra quel que soit q pourvu que p soit 
sullisamment grand. En d’autres termes la difference de deux 
integrates quelconques doit pouvoir etre rendue aussi petite qu'on 
le voudra. 

Considerons une autre famille de courbes quelconques 
7i* • • *1 7 p? • * • s’eloignant indefiniment et s’enveloppant mutuel¬ 
lement. Ddsignons par 8i', Sg', • • •, SV les integrates de/(cc, y) dans 

a 

les champs correspondants. A une courbe quelconque 7^ nous 

pouvons faire correspondre une courbe C*qui Tenveloppe et une 

0 

courbe Q enveloppee paryt. La fonction / etant toujours posi¬ 
tive, on aura 

S,. < s/ < s„ 

p 

Par hypothese, -il existe une quantite 8 telle que la dif¬ 
ference 8 — 8/, et de mfime 8 — 8*, puisse etre rendue aussi petite 

r 

qu on le veut quand j et k augmentent indefiniment. Il en 

sera done de meme de S — SJ quand i augmentera indefiniment 
(J et k augmentant simultanement indefiniment). Les integrates 
prises dans les champs delimites par les courbes y ont done bien 
pour limite 8. 
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II existe des cas assez 4 teadus oil I’on peut se rendre compte si 
■cette limite exisle. 

Nous pouvons supposer/(as, y) toujours positive. 

Cas d’exisience. — TiifioRftMK. — Supposons que Con puisse 

irouver un exposanl a tel que, pour des points sujjfisamment iloignis 
{r disignanl la distance d'unpoint a I’origins) leproduil r^J (®,y) rests com- 
pris entre des limites Jinies, quel que soil le point, la limite de CintSgrale 
existera quel que soit le champ, si a >* 2 ; elle n’existera pas dans an 
champ infini dans les deux sens si a 2. 

S 

Par hypoth{>se, pour tout point k rexWrieur d’un eercle de 
rayon suffisamment grand R, on peut 6crire 

y) r’ < M. 

Si done nous posons /(», y) = , (p{x, y) sera bornd par m 

et M qui seront de m^me signe. 

h 

L’intdgrale devient 

* fj dy. 

V 

Pour la simplifier, nous appliquerons le th^or^me de la 

smoyenne en prenant une valeur moyenne [x de ^(cc, y). On obtiendra 



On a done cette premiere consequence : 

VintSgrale existe oa non en mime temps que l*intigrale 

II suflit d’etudier cette integrale pour la portion du champ 
^xterieure au cercle de rayon R. 

OL 

Nous pouvons, pour delimiter le champ, prendrecomme 

. ? 
courbes variables des cercles de centre origine et il suflit 

que rint6grale prise dans la couronne C comprise entre deux 

cercles de rayon R' etR" tendevers z 4 ro quand R' etR"augmentent 

ind^finiment. 
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En passant aux coordonn4es polaires I’int^grale deviendra 
r^—’^drdO. 

Or cette integrate sera 





2 ?^ — 


Si ^ > 2 , quelle que soil la fagon dont R' et R" augnientent 

ind^finiment, I’integrale tend vers z6ro. 

Si 7. < 2 , R'2—a et R"2—X augmentent indefiniment, mais 

P 

comme IV et R" augmentent indefiniment indt^pendam- 
ment Tun de I’autre, la difference ne tend vers aucunc limite deter- 
minee. L’integrale etendue k tout le plan n'existe done pas. 

Si a = 2, Vintegrale a pour valeur 2 ;rL^, et ne tend encore 

vers aucune limite deterrainee. 


4 " 

Si le champ ne comprend pas tout le plan, il esl possible que 

rintigrale existe mime si a < 2. 

Pour voir ce qui se passe dans ce cas on pent, en integrant d'abord 
par rapport k 9 , 6crire Vintegrale sous la forme 



et 9 i designant les limites de 9 (dans le champ) pour chaque valeur 
de r. 


0, (T 

dB represente la longueur /(r) de I’arc de cercle 


fOi 

Or n 

J% 

compris dans le champ. On a done k calculer ensuite j l{r)di\ 


Supposons que l{r) soit un infiniment grand de I'ordre [5 avec 9 \ 
de la forme kr?, k restant borne. II faudra etudier Tintegrale 



kr^~ ^dr 




,\R- 

)w 


en prenant une valeur moyenne de k. 

Pour que cette quantite tende vers z6ro quand R' et R'^ 
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augmentent ind^finiment inddpendamment Pun de I’autre^ il faut 
et il suffit que a > j3 + 1. 

Si le champ comprend tout le plan, ou un secteur fini du plan, 
compris par example entre deux droiles divergentes, Parc de cercle 
/(r) est un infiniment grand du premier ordre avec r : /3 = 1 : 
P 

il faut que a > 2. 

Mais si par example le champ est compris entre deux droites paral- 
Ifeles, = 0 : il suffit que a > 1. 


Integrates triples. — On aura des conclusions analogues dans le 

cas des integrales triples, 
a 

On limitera le champ par des surfaces auxiliaires Ces 
surfaces s’eloigneront indefiniment dans tous les sens, si a partir 
d un certain moment, elles englobent une sphere de centre origine 
de rayon choisi aussi grand qu’on le veut. 

On demontrera aisement que : 

Tii^or^:me. — Pour que 


tiniegrale JJ'JV* exisle. 


iljaut et it su/fU l/(®> J 


, z)lr/V exisle aussi. 


Meme demonstration que pour les intdgrales doubles. 


Th^ori^.me. — Sapposons que pour des points sufjisammeni &loignds 

{a Vexldrieur dune sphere de rayon R), on puisse determiner 

un exposant a tel que r^ f(x, y, z) resle compris entre deux limites fixes 

metMy lintdgrale existera ou non en meme temps que Cinfdgrale 



11 suffit d’appliquer le theoreme de la moyenne. 

En prenant des coordonnees polaires dans Tespace, cetle dernifere 
iniegrale devient 


^ 1 - 

Th6or^:me, — Si ^/ >d, iintegrate existe dans tout Fespace 

et par consequent dans une portion quelconque de Fespace. 

Si a ^ 3 Fintdgrale dtendue d tout Fespace augmente indefiniment. 


En prenant pour surfaces auxiliaires, des spheres, il faudra 
considdrer les integrates correspondanl au volume compris entre 
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deux spheres de rayon R', R"; cesintdgralesdevront tendre vers z 6 ro 
quand R' et R" augmentent ind^finiment d’une fa<?on quelconque. 

0^2 

Or I'une de ces int^grales s’^crit, en int^.grant d’abord par 

rapport a 9 et (p, 

I p ^ 

1=1 ~ I I sin 0 do dtp. 

*./ IV r 


^,Ri 

Mais rintdgrale double repr^sente I'aire 2 de la portion 

de sphere de rayon r comprise dans le champ. Supposonsque 

cette aire soil un infiniment grand de Tordre ^ par rapport k r, c’est- 
i-dire supposons que, pour des spheres suffisamment grandes, le 

rapport ^ reste compris entre des limites fixes. 

On pourra poser 

2 == g(r)ri^ avec m < g(r) < M. 
a.v 

En appliquant k Tint^grale triple, le th 6 oreme de la moyenne, 
en prenant une valeur moyenne de g{r)^ on pourra dcrire 


I = (i I rP-»dr= + R'P+l-“). 

Jr' P + 1 — a' 

0 ) 

Pour que ce risuliat tende vers ziro quand R' et R" augmentent 
indijiniment indSpendamment Cun de Cautre, cest-a-dire pour que CinU* 
grale existe, il faiii et il sufjit que a > ^ + 1. 

Supposons que le champ comprenne tout I’espace, ou que 
seulement il comprenne au moins toute la portion d’un c 6 ne de sommet 

origine. 

0 

On aura |3 = 2. L’int^grale existera done si a > 3 et 
n'existera pas si « < 3. 

. 

Si le champ est simplement compris entre deux plans paral- 
0 

l^les, on aura 1 s= 2nrh, h d^signant la distance des plans, 

p 

Done /3 = 1 : Pour que Tint^grale existe, il faut et il suffit 

que a > 2 . 

P 

Enfin si le champ est un cylindre, pour des valeurs de r 

suffisamment grandes, I'aire 2 se rapproche de la section droite du 
cylindre ; j 3 = 0 : il faut et il suffit que « >• 1 . 

On g^n^raliserait ces r^sultats dans le cas des int^grales multiples. 
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II. — FONCTION DISCONTINUE 


Consid^rons une integrate double j'J J{x, y) dx dy. Supposons 
que f{x, y) devienne infinie dans le champ. Il peut arriver qu’elle 
devienne infinie en un seul point (par example “nfrp pour I’origine) 
ou qu’elle devienne infinie pour tous les points d’une courbe (par 
exemple 

Dans le cas d'une fonction de trois variables ; elle pourrait devenir 
infinie en tous les points d’une surface. 

Dans le cas le plus gdn^ral, isolons la discontinuity ou la 

partie de discontinuity qui se trouve k Tintyrieur du champ par une 
surface 1 qui Tentoure completement. On dit que la surface 2 
tend en tous sens vers la discontinuity, 

’I' 

si, etant donnye une surface ^Qquel- 
conque entourant cette discontinuity, 

2 finit par devenir et rester complfetement 
interieure k Iq, 

Si par exemple la discontinuity a lieu 
suivant une courbe, nous entourerons 
cytte courbe d’une espece de tube en con- 
sidyrant dans chaque plan normal, un 
petit cercle de rayon r ayant son centre 
sur la courbe. 11 suffit ensuite de faire tendre r vers zero. 

Chaque surface I dycomposera le champ Q en deux parties, une 

partie extyrieure et une partie interieure Qg- Comme il 

n’y a plus de point de discontinuity dans la rygion nous pouvons 

dyfinir I’intygrale triple 

Supposons que cette intygrale triple tende vers une limite 
finie et bien dyterminye quand la surface 2 tend en tous sens vers la 
discontinuity, nous dirons que cette limite est Tintygrale triple 



///„• 


/(a, y, z)dV. 
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Cette definition suppose done non seulement que la limite exisle, 
mais qu’elle est independante de la fa^on dont se deforme 2. 


Theotdmes d’existence; 

»!. ' 1 ' 

Th£or£:me. — ^ Poar que CinUqrale 



f(x,y,z)dV 


ou 




existe^ il faiii el il suffit que fintigrale 


fjj \f{x, y, Z) I dy (ou 


JJ !/(».)') I 


d(j ) cxislc. 


La demonstration sera identique k celle que nous avons employee 
dans le cas du champ infini. 


a, 8 

Tra^ons dans le champ la ligne ou surface de separation 
des points pour lesquels/est positive* des points pour lesquels elle 
est negative. (Cette surface pourra se confondre en tout ou en 
partie avec la surface de discontinuite). 

§1 

Pour chaque surface 2, il y aura dans la region une partie Qj' 
oil J est positive, et une region IV oil /esl negative. 

On aura 



f(x,y,:)dV= 


\f(x,y, z)\dW— 



l/(x,y, z)\dy. 


Designons par et les deux integrales* il viendra 

.yv-= I, 

Si la surface il tend vers la discontinuite, cette derniere 
integrate tend par hjqDothese vers une limite J finie et bien deter- 

minee. Done et Ij" tendent separement vers des limites I' et I", 
w 

L’integrale donnee tendra done vers T — 1". 

Si la deuxieme integrale augmente indeilniinent, si une seule 
integrale 1/ ou augmente indefiniment, il en sera de meme de 
rintegrale donnee. 

Si II' et II" augmentent toutes deux indeiinirnent, I’integrale 
donnee, difference de deux quantites augmentant indefiniment inde- 



INTEGUALES MULTIPLES GENEKALISEES 573 


pendamment Tune de Tautre, ne tendra vers aucune limite d^ter- 
niin4e. 

Th^:or^me. — Si lafonction f est conslamment de mime signe, si 

tinligrale 

sauce des surfaces 2, clle euistera pour tout autre mode de dicroissance. 
8 

Goiisiderons un premier mode de decroissaiice des surfaces '1 
vers la discontinuite 

V , V., . , . ... V 

isolant des champs exterieurs qui vont eu croissant 

pour lesquels Tint^grale a une limite 1 . 

Gonsid4rons un deuxieme mode de decroissance 


/iJ- 


/(a?, y, z)dV exisie pour un mode particulier de dicrois- 


donnant des champs exterieurs 


V' 

V 


^ P • • * 

8i 0 

Puisque Iq tend en lous sens vers la discontinuite, il 

arrive un moment ou elle est constamment interieure ^ une surface 
quelconque I'p, Mais puiscjue les surfaces tendent egalement en 
tous sens vers la discontinuite, il arrivera un moment oil toute 
surface I'p sera cornpletement interieure a une surface de la 

r 

premiere famille. On aura done alors 


> Q'p > 

d 

La fonction / etant supposee constamment positive, on en 

deduira 


f 

Lorsque Q'p lend vers 0,. i2, lend ^galement vers Q ainsi 


que On : les integrales extremes onl done pour liinile I. L’in- 

t 4 grale interm^diaire aura done bien aussi une limite, el cette limite 

sera 4galement I. 

0 ) 

Il faut done et il suffit de reehereher si la limite existe pour 
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la fonction prise en valeur absolue, et pour tel mode particulier de 
decroissance des surfaces. 

[Fonction injinie en an seal point). — Sapposons qae la 

Jonction devienne infinie en an point unique a, 6, c. Supposons 

qae pour des points su/fisammenl voisins^ c*est-d~dire pour tons les points 
compris a Ciniirieur d une spkire de rayon R, on puisse trouver an 
exposanl a tel qae r^/[x, y, z) reste consiammenl compris enlre deux 

limites fixes m etlA \ [inligrale exislera ou non en mime temps 

que r intig rale 

En effet, on pent nt^gliger la parlie de Tint^grale exterieure k la 
sph^jre de rayon R, int^grale qui existe. 

8 

Pour tous les points interieurs, on peut par hypothese 6crire 





On 


^tant positif et restant compris entre m et M, 
peut done appliquer k I'integrale jJJ f[x, y, z)dW le th^or^me de 


la moyenne et 4crire 



z) 





m fji <; M. 


Le theoreme est done d^rnontre. 

Ge th^or^me s’applique pour une fonction de deux, trois, • • • va¬ 
riables. 

Cas tfune int6grale triple. — Th^:ou^:me. — ‘ Si a < 3, rinti- 
grale existe. 

Si a 3, tintigrale n'existe pas. 

Prenons en eftet des coordonn^es polaires dans I’espace 
X = r sin e cos y, = r sin 9 sin <p, z = r cos 9. 


O’’’?*® 


= r* sin 9. 


On a 
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0 

L’integrale deviendra 



sill Oc/f‘dOd<p, 


r variant de z^ro ^ R, & de 0 ^ tt, y, de 0 a Stt. 

P . . . 

Ges limites etant ind^pendantes et ies vaiiables pouvant 
fitre s^par^es, cette inlegrale se decompose en produit d’integrales 
simples. 

I = X 2 = 47: {r^-%- 

a> 

Si C' <C 3, rintdgrale tend vers g— 

Si a > 3, I'integrale prise dans Iji sphere complete entouraiii le 
point augmcnte indefiniment, mais si, le point de discontinuity est 
sur la surface limitant le champ, I’integrale pourrait exister, comme 
nous allons le voir, pour des valeurs supdrieures de a. 

Si a = 3, rintegrale est 

C^dr 

lo r 

et elle augmente indefiniment. 

Si le point est sur la surface meme limitant le champ, pour 
demontrer la remarque que nous venons de faire, il suflit de voir que 
Tintygrale peut s^^crire 

^=£r Ur 

Or rinl 4 graie double est egale & S(r), S(/') d4signant la 
portion de surface splierique comprise 

dans le champ. Si cette surface 

ainsi limitee est de I’ordre de r'^, c’est- 
^-dire si I on peut poser 

S(r) = X(r)r?, 

X(r) reslant bomd, I'integrale existera 
si « < |3 + 1. 

En g4n6ral si, en restont dans Ife champ, on peut s’approcher du 



jj 


r* sin 0 do dip. 
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point de discontinuity par tous les points k I’intyrieur d’un v 6 ritable 

O 

cdne, on a 

S(r) = X(r)r-^ ^ = 2 


(X(r) voisin de 2n si le point est ordinaire). 

On doit done avoir a < 3. 

Mais si la portion du champ avoisinanl 
le point de discontinuity se ryduit a une 
0 

surface, on a j3 = 3 : il suffit que 

a < 4 pour que Tint^grale existe. 

Enfin, si la portion du champ aux envi¬ 
rons du point de discontinuity se reduit 
a une courbe, il suffira que « <C S. 



Cas d’une intygrale double. — Dansle casd une intygrale double, 
on a y considyrer Tintygrale 



L’intygrale existera si a <C 2 ; elle augmentera indyfiniment 
si a > 2 (sauf exception analogue k ci-dessus). 


Cas d’une ligne de discontinuity. — Nous designerons par c? la 
plus courte distance d’un point du plan (s'il s’agit d’une integrale 
double) ou de Tespace (integrale triple) a la ligne de discontinuity. 

Supposons qu’il existe un exposant a tel que, pour tout point 
d*une rygion suffisamment voisine de la ligne, on ait 

m < /(x, j, 2 ) 6 ® < M, 
m et M dysignant des limites fixes : 

Tii6or^)me. — L'iniigrale existera on non en mdme temps 

qae 



3 

Nous pouvons en effet, puisque nous pouvons choisir arbi- 
trairement les surfaces 1 qui tendent vers la discontinuity, considyrer 
les surfaces obtenues en menant dans chaque plan normal, la circon- 
fyrence de rayon c? ay ant son centre sur la courbe. 
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Nous pouvons supposer que les in^galit^s sont v^rifi^es partir 
d’une distance A, et negliger la partie de Tint^grale correspondant 
au domaine ext4rieur, partie qui reste finie. 

Pour tout point int^rieur, on pourra ^crire 
/(x, y, z) = < ,p(a;, J, z) < M. 

(j 


L’integrale devient 


“/jjn 


y, 2 ) 


dv. 


En lui appliquant le 


th^orenie de la moyenne on la mettra bien sous la forme ’ 

[X etant compris entre m et M : Tint^rale existera done bien ou non 
en mfime temps queJJJ' 


Th^:or^:me. — Si a < 2 (ini^grale triple) Vinldyrale exisie. 

Si « > 2, tinl^grale augmente indefinimeni, 

a,v 

En effet prenons comme ^l^ment de volume, le volume 
compris entre deux surfaces correspondant aux valeurs c? et (? + d^, 

9 

Pour tous les points a Tint^rieur de ce volume la fonc- 

1 

tion " prend la mSme valeur. Le volume compris a pour partie prin- 
cipale (S d^signant Taire de la surface). 

Pour des valeurs de & suffisamment petit.es, cette surface a 

elle-meme pour partie principale X L, L designant la longueur 
de la ligne de discontinuite. 
to 

On est done ramen^ a chercher la limite de Tint^grale 



27tL — = 27 cL f 5^ 

S* Jo 


<X 




Cette integrate existera bien si« < 2 ; elle n’existera pas si a> 2. 
Dans le cas d'une integrate double et d'une ligne de discontinuity, 
pour que Tintygrale existe, il faut que c< < 1. 

En general supposons une intcSgrale multiple d'ordre n, et que les 
points de discontinuite forment un espace k m dimensions (m < n), 
Garrus. — Cours de Calcul diff4rentiel et integral. 37 
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Si pour des points suf/isammenl voisins de cet espace^ et pour 
un exposant a, on peat icrire 

^ ^ • OS'" < 

((? ddsignanl ce que Ion peat appeler la plus courie distance du point 
Xt y, - tespace de discontinuiU)^ 

I integrate existera si a d n — rn. 

Elle n'existera pas si n — m. 


III. — RESTRICTIONS DES PROPRIETfiS 
DES INTfiGRALES MULTIPLES 


Dans le cas oil Ton considfere une inl4grale multiple, dans un 
champ fini, d‘une fonction qui reste finie dans ce champ, 
on peut intervertir Tordre des integrations ; 

.2^ on peut, faire le changement de variables par la rfegle que nous 
avons indiqu^e. 

li faut bien remarquer que ces prppriet(?s ne subsistent en 

gfendral pas dans le cas des intdgrales generalis^es telles que nous 
Venons de les d^linir (champ infini ou fonction discontinue). 

Void un exemp'le du k Cayley du cas ou le champ e6t infini. 

Soit la fonction sin {x^ + q'li est finie et continue dans tout le 
6 

plan. Si on Tintegre Si Tint^rieur d un cai de c6t6 u, on aura 


.^a /^a Pa 

1=1 dx 'I tin (x^ ~h y^)dy = ‘ I* dx I (sin x^ cos y‘^ sin y^ cos x*)dy. 
Jo Jo Jo Jo 

P 

L’int^grale se decompose done en.un.produit d’int^grales 

Pa na /'a Pa 

I sin x^ dx I cos y* dy -+- I sin y^ 'dy I cos x* dx. 

^2 

Or lorsque aaugmente ind6fimment, ces diverses integrales 
ontpour limite 2 ^/ 2 * ^ done pour limite 

Si au contraire, Ton intfegre k Tint^rieur d’un cercle de 
rayon R, on aura 

J if ^ ~ ^— ” 2 ~~ 
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Le second membre me tend vers aucune ilimite .d^tecmin^e 
lorsque R augmente ind4finiment. 

Voici un exemple sur rinterversion ded’ordre dess iiit^gratious. 
Considerons la fonction 


y) 


y y® — 

dx dy ^ X {x^ -h y^)^ 


Elle devient discontinue pourd'origine. 

Si done nous considerons un champ qui comprenne Torigine 
a son interieur ou sur sa surface, voyons d’abord si Tint^graile existe. 
En posant x = p cos y = p sin o), on a 


I. r 

Si le champ n’englobe pas une des bissectrices, y) 

sera compris entre des limiles fixes cos cos 2m, de m4me signe : 

/(.r, y) sera de I’ordre 2 par rapport h-, I’inWgrale aug- 

mentera indefiniment. 

Si ^ 

On ne pent rien dire si le champ comprend Tune des bisseo- 
trices : I’intc'grale pent ne pas exister ou dependre de la fa^on dont 
le champ englobantila discontinuity dycroit. 

Considerons un rectangle de c6tes a, b s’appuyant sur les axes. 
Intervertissons I’ordre des intygrations. 

Si _ _ _ 

Si I’on integre d’abord par rapport h y, on aura 


£ fr “jo . 


bdx 




• arctg 


6 ' 


Si au contraire on int^re d’abord par rapport k a?, on aura 




Les deux re.sultats sont diffyrents. 

De cette remarque rysulte que, inversement, si en renversant 
I’ordre des intygrations, on trouve pour une intygrale double prise 

P 

dans un champ fini deux rysultats difFyrents, on pourra en 

conolure que certainement la’fondtion y intygprer est devenue irifinie 
dans le champ-d’intygration. 
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Cette simple remarque a permis k Gauss de dormer une demons¬ 
tration tres ingenieuse du theoreme de d’Alembert. 

Th6or6ine de d’Alembert. — Soil wit iqualion h coejji- 

dents riels 

f(x) = -f- • • • -4- fcx H- / — 0. 

Cette iqualion admei aii moins une radne rielle ou imayinaire. 

Donnons k x des valeurs rdelles ou imaginaires de la forme 
X = r(cos (jp + i sin (f), Le resultat de la substitution sera de la 
forme P(p, cp) + iQ(jO, (p) en posant 




P = ap^ cos mcp -I- cos (m — 1)9 -f- 
Q = ap”^ sin mcp -I- • • • H- /fp sin 9. 


H- I, 


II faut demontrer que pour certaines valeurs do p et de y, on 
a la fois P = 0, Q = 0. 

P . . 

En posant V = arc tg q ,consideronslafonction On 

voit aisement d’abord que cette fonction est de la forme 

R designant un polyndme en p et lignes trigonometriques. 
Prenons Tintegrale double de cette fonction k Tinterieur d’un cercle 

'I' 

de rayon R. Je dis que si R est suffisamment grand, on a 

dp ^ pdp 

Jo ^Jo Jo Jo 


On en deduira que la fonction est devenue certainement infinie 

* dpd9 

dans le champ. Or elle ne pent devenir infinie, d'aprfes sa forme, 


que si P et Q s’annulent simultan^ment. H y a done dans 

le champ certaines valeurs 0 et(pqui annulent simultan^ment P et Q. 
11 y a done des valeurs de x reelles ou imaginaires qui annulent f[x). 


Voyons d'abord la forme de la fonction 


On a — == 

dp 


Qit 

dp 




d^V 

dp d9 


dp 




II est done visible queaura pour d^nominateur (P^ + 


le numdrateur ^tant forrn^ au moyen des d^rivees de Q et de P, 
6 tant par consequent un polyndme en p et lignes trigonometriques. 
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«1 


Calculons les int%rales. On a d’abord 


fdp 

Jo Jo Jo '^Vop/o 


Or les polyn 6 mes P? Q» reprennent les m^mes valeurs 


pour 0 et 2n, Done = 0 : le r^sultat de Tint^gration est done 

nul. 




Or 


Prenons maintenant 

'•27C 


Jo Jo 3p»*? Jo V^'P/o 


p 

Mais 
dP ^ 

df 

Pour p = 0, on a 


iY, 


map”* sin mep 


^P _p 

do dep 

P2-4:q2 


^9 

df 


= map”* cos mf 


Q = o, 


Done 


^d<p/p=0 


d<p 


0 . 


0 . 


Pour r = R, le num^rateur est un polyndme de degr4 2m 

en R (les coefficients 4 tant des fonctions de ^). Le terme de plus 
haul degre est — ma®R*™. Le d^nominateur alors est 4galeinent de 
degre 2 m, le terme de plus haul degr4 est a*R®’". On pent done 
4crire 


(-) =“" 

\d<p/p=:R Ct 


Id 


— ma^R^” — .. • 


vdy/p 


2 j\2m 


Pour des valeurs suffisamment grandes de R, ce r^sultat 
est aussi voisin qu on le veut de — m. On peut done ecrire 


8 i 


L’integrale est done 
qu'on le veut de — 2 m 7 i. 


(-) =- 

\d«p/p = R 

j C2T: 


m 4- 6. 


m + £)df: elle est aussi yoisine 
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Les deux r^sultats sont done diff6rents : la fonclion doit done 
bien devenir infinie pour un point au moihs dans le champ. 

Gomme nous Tavons dit, le polyndme f[x) admet done bien au 
moins une racine r6elle ou’imaginaire (et par suite m). 


IV. — APPLICATIONS DIVERSES. TNT^GRALES EULfiRTENNES 

Fonction F. — Lorsqu’on he peut calculer au moyen des fonctions. 
connues Fintdgrale d*une fonction d’une variable, il est tout de m^me 
possible d’^tudier les propri4t4s de cette int»§grale, si la fonction 
depend d’un paramMre, et si: on la considdre comme fonction de 
ce param^tre. 

L’6tude des integrales g(^n4ralis6es que nous avons faite, celle 
des integrales doubles, vont nous permettro d’etudier, aussi comply- 
tement que possible, une int6grale delinie qui se presente dans un 
grand nombre d*applications en Physique ou en Analyse pure, et 
qui jouit en particulier de cette propriete que, pour les valeurs 
entieresdu paramfetre, elle se confond avec'une factorielle. 
Gonsiderons Fintegrale 


r(ri) 

II faut voir tout d'abord si cette integrate existe. 

Le champ est intini. Mais, pour* des valeurs de x infini— 
ment grandes,. la fonction a. integrer devient* inliniment petite 
dlordre supdrieurt toutordre donnd.: Tintegrale existerait done der 
cc fait. 

8i .... 

2^ La fonction devient infinie pour x = 0, si n — 1<0; 

^2 

pour quel’intdgrale exi&4e,.il faut et il suffit que Fordre d’infi- 
nitude de la fonction soiti infdrieur a l , c.’est d dire que 1 < 1 

ou n > 0. 
to 

En rdsumd, Tintegrale existe pour loute valeur positive de n. 
La fonction r(Ai) s’appelle « intdgrale euldrienne » de deuxidme 
espd'ce. 

Pour n == 0, r(n) est infini. 
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En integrant par parties, on a 




r 

Or lapartie tout integr4e s’annule aux deux limites. II reste 
done simplement 


j /rtCO 

0 


e ^dx = -T(n -h 1). 


Appliquons cette formule de proche en proche 

r(n 4 - 1) = nl\n) 

r(n) = (a ~ i)V{n ~ 1) 


r(a — /c -h 1) = (n — k)V{n — k) si (a — fc) > 0. 

En multipliani membre h membre ces ^galit^s, on oblient 

r(n -h 1) = a(a — 1) * •. (a — k)V(n — /f). 

On pent done en prenant pour k le plus grand entier con- 
tenu dans n, ramener le calcul de I’int^grale au cas oil rargument 
est compris entre 0 et 1. 

p r'*' _. 

En particulier, si n est entier, comme r(l) = I e ^ dac =s 1, 

on en d^duit, 

r(a 4- 1) = n{n — 1) • • • 3-2«l = a !. 

Si n tend vers zero, r(a) augmente indefiniraent mais nr(/i) 
P 

qui est ^gal k + 1) tend vers 1. 

La formule 

r(a — /f 4 - 1) = (a — /f)r(a - k) 

“i- ‘ . 

permettrait de definir r(« — k) mfime si a — <C 0, 

7U ' 

en ramenantle calcul de r(n — k) au calcul de r(ra— k + 1). 
On aurait alors 

r(n _ /C -H 1) = (n — k)r{n — k) 

et en posant n — A = — n' 

r(— r' 4 -1) = — n'r(— n'-j. 
p 

La formule r(n + 1) = «r(n) est done vraiem6mesift<0. 
Nous venons de voir que pour n entier Ffra Or il esrt 
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possible de calculer une valeur approch^e de l {ii) pour de grandes 
valeurs de rargument. On d^montre qu’on peut ecrire 


V(n -4- 1) = y/2mt ^ ( 1 


-r 1 < 0 < 1. 


En prenant l "(/2 + ^) ^ \f^2nnn^e-”^, on aura done une 

P 

valeur approch^e de n ! qu’il serait impraticable de calculer 

si n elait un peu grand. 

La fonction T permet de calculer une factorielle generale de la 
forme 

P = a(a 4- 6) (a -f- 26) • ‘ • (a 4 - kb). 

It, a 

On a en effet 

Done 

•w 

On a dtabli des tables donnant les valeurs de log 1’ pour les diverses 
valeurs de n, comprises entre 0 et 1. 

> 72 

Changement de variable. Fonction B. — L’int^grale T 

peut se mettre sous de nombreuses autres formes par changements 
de variable. 

V 

En posant x = elle devient 


r(p)= j 2y^P-^e~y'(ly. 


Cette forme permet de faire commoddment le produit de deux 


fonctions T. 


On a en effet 


double 


^00 

r(p)r( 7 )=l 2y^P~^ e-y" dy X 

Jo Jo 

Les limites 4tant ind^pendantes, le produit donne I’int^grale 


JJ ix^i-'y^P-U-i^^+y^Uxdy 

^tendue k tout Tangle des coordonn^es positives. 
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elle devient 


En prenant des coordonn^es polaires 
at = p cos y — ? sin 


fl 


^ cos*3~i cp cpe “"prfpdcp. 


TZ 

p doit varler deO + go quel que soil y, et (p de 0 k 2 

. w 

que soitp. Or de plus, les variables peuvent^tresdparees. Cette 

int^grale double se transforme done a son tour en un produit de deux 
integrates simples 


j ^QO 

. 


2p2p-f-2« ig ^ 2 cos“9“^ cp (pdep. 

Mais la premiere est egale a T{p + 7). 

On d(5signe la seconde par la notation B(p, q). (Integrate eulerienne 
de premiere espkcej 


r2 

B{p, ?) = I 2 9 sin-^i^" ^ 9 dcp. 


On a done 




mnq) 

7)' 


p. 


Cette fonction B peut done s’exprimer au moyen de fone- 
tions r ; eette fonction de deux variables s’exprime par un produit 


de fonetions d’une seule variable, el 
montre que 

B(/j, q) = B{7 , p). 

«2 

Transformation de la fonction B. — 


eette forme sym6trique 


On a en particulier 


et par suite 
Posons 


“Ij ' 5 ) “" 

r(‘)=v'i. 

X = sin^ 9, dx— 2 sin 9 cos 9 d^. 
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11 viendra 


~Jq *** * 


On voit done que I’int^grale est exactement calciilable pour toute 
valeur enti^re positive de p ou de q. 

On peut enfin faire encore le changement de variable 




«i 



dx = 




Ohtrouve 



yP^i 

(1 + :>')*’+« 


<iy- 


En particulier si,p + q — i 


B(p,1-p)=£ 

7C 

On ddmontre que celte derniere int^grale est ^gale k • 

d 

Done 

f 

G’est la generalisation de la valeur 1^(2) = s/"^- 

p ^ 

L'^galit^ n’est demontree que si p est positif. Mais 

on a d^fini V{p) pour p n^gatif, et il est facile de voir que si T^galite 

& 

est vraie pour p, elle Test aussi pour p -f 1. En eflet si on 

change p en p + 1, on devrait avoir 


,V + l)r(-p) = _|^^_=_r(p)r(,-,) . 

, P . ' 

mais cette egalit^ est 6vidente puisque (m^.me si p est n^gatif) 

r(p-h i) = pTiji) r{l—p) = — pT(—p). 

D’aprfes la propri 4 t 4 ci>dessus, et la propri 4 te fondamentale de la 

fonction F, il suflit de calculhr les valeurs de la fonction 

pour 0 <C n ^5, pour la connaitre pour toute valeur de n. 
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Par exeniple 


SI p = 2 ® 




sous la deuxifeme forme nous avons 




1 - 

I e’^^^dx ■= 2 y/ic. 

C'est une valeur sur laquelle nous nous sommes appuy^s 
(derivation d’une integrate par rapport a un paramfetre) et d ou 
par le changement de variable = y y/a, nous avons deduit 

I’integrale plus gendrale f = 2 \/^* 


Application II. Integrate de Eaabe. — Considerons I’integrale 


J(ot) = j Iogr(a)du. 


On peut l exprimer a I’aidedes fonctions elementaires. 

Y 

Prenons en effet la deriv^e par rapport a, on a 
j'(oi) = log r(Gf -1-1) — log r(a), 

puisque I’integrale ne depend de cc que par les limites. 

Or r(a + 1 ) = ar(«). Done 

J'(a) = log Of. 
a 

En integrant, on a done 

J(a) = a log a — a -h COnsl. 


. Pourt determiner la.constante^ 
valeur particuliere 

C = J( 0 ) = 


il suffit de donnen k-a une 


f logr(w)da. 
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On pent ecrire successivement 
1 1 


C= ^ ^ ^ log log — u)du. 


en faisant dans le deuxiome le changement de « en 1 — u, 
<Ja 

Or nous avons vu que 


r(/)) r(l-/)) 


sin pn 


Done 


r 2 TT 1 r 2 

C = J( 0 ) = log da = 2 log ^ log sin u«d«. 

Reste ik calculer Tintegrale 

1 

^2 

K= I log sin itHf/u. 

Jo 

V 

En posant nu = y, elle devient 

Tt 

1 r 2 

K = I logsinjc/j. 

Nous avons calculi cette intogralc (applications diverses) 
et nous avons trouve 

K = - I log 2. 

Done J(0) = 2 log 2 n, Par suite 

1 

J(ot) Z= Jt log — a -h log 27:. 


III. Int6grale de Dirichlet. — Nous allons calculer une int%rale 
qui se rattache i la fonction V et qui se prdsente tr6s souvent dans 
les applications (M^canique, Physique, Geometrie) (centres de gra¬ 
vity, moments d’inertie, • • • d’un trfes grand nombre de surfaces). 
C’est rint^grale 


I 



yq~ l ,/'-l fly ff^ 
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^tendue au champ 

a;>0, r>0, .>0, (rjV +—1 <0. 

p . . . . 

Le point cc, j, z se meut done dans le tri^dre des trois coor- 

donn^es positives h Tintericur on sur la surface 

p 

Cette int4grale depend des trois variables p, q, r qui d6fi- 

nissent la fonction, des six param^tres a, |S, 7, a, b, c qui d^finissent 
le champ. 

V 

On pent les r^duire k trois. Posons 



D’ou 

111 

a: = ax,“, y = fej, f*, z — cz^'^. 

5 

L’int^grale devient apres reductions. 


^‘^‘^1 <’'1 


en posant 

P 


Pi 


q r 


La fonotion & integrer a conserve la mdme forme, mais le 
champ n’a plus rien d’arbitraire 

*1 > 0, Ji !> 0> ^1 > — 1^0. 

On peut done dire qu’il n’y a que trois paramfetres essentiels dans 
rint 4 grale : ^ > p« ^ • 

P 

Dans la fonction, on remarque que les variables sont 

V 

separ^es; nous allons faire un nouveau changement de variables 
de maniere que les limites soient independantes. A cet effet, nous 
poserons avec Dirichlet 

Xi + yi + Zi = f, y, H- 2, = 5 ti. 2i = ? 

desquelles on d6duit 

xi = 5(1 — ft), y, == 5iri(l — 0» 
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Ell transformant les inegalit^s auxquelles doivent satisfaire 
Xy y, z, on obtient simplement 

0<5<1, . 0<ri<l, 0<?<1. 

p 

Lepoint senieutdonc dans le paralldl^pipfede d'arStes 

6 gales k Funit^, form6 sur le tri^dre positif des coordonn^es : les 
limitesde variation sont bien ind^pendantes, 

Ih 

dl faut maintenant calculer le determinant fonction- 
nel ,. 

Or si Ton pose provisoirement X = Y = |yj, Z = 

a:. = X-Y, ji = Y-Z, z. = Z. 

8i 

X 1 X 

* 1 .^ 1 . ^1 *. If.* 

OJ 

La fonction 4 int^grer devient done 

Et par suite 

I _ $Pi + 71 +--i - 1 T,p< + '•<- 1 (1 — T,)P‘ - ‘ — $)’• d^<hd 

p 

On voit que les variables sont resWes separ^es, Les limites 
6 tant\ind^pendantes, l!int%rale se transforme en un.produit d’inte- 
grales 

p{pi+ 7 i+'-i-irf{x rT,»'+'''-'‘(l— 

Jo Jo Jo 


Si Pi + 7 i + Pi 0, la premiere est 4gale i 
'Les deux autres sont 


1 


Pi + </l + Pi 


^ 1 _ >'(p»^ nqi). 


■h) 


On a done 


1 


_ _ . X r(p.) r(<?0r(r.) . 

B^Y ^ ‘Pi ■*“ 9» “t" Pi ^(Pi + 9i Pi) 


, _ a*’6«c' 

1 — ri X 
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En revenant aux param^tres initiaux, 


I w 1 

—' 'apY 




« P T 

La transformation ci-dessus s’etend aussitot ^ une integrate de la 
forme 

fff f{{lf ay ^--'dxdydz. 

La premiere des int^grales ci-dessus se transforme en 


Nous en avons termini avec les lnt< 5 grales simples ou multiples 
sous toutes leurs formes et avec leurs Applications. 
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